Analysis FS2 - Vorlesung von Dr. John am Fr, 30.05.2003

Beispiel 3

n=mn(z): g—z = j—i mit ds = +/1+ (v')2dz

Tangentengleichung o g =y =>n=y—uay
T —
dp  dly-=zy) , "
— g I =/1 "2
dx dx vouow W)

2" +/1+)2=0

Losung von (1): Setze ¢ = y/(z) :=p(z) =p

ap’ + /(1 +p*) =0

1/C T
Losung von (2): p=p(x) = 3 <3(;1 - C1> , CielR
1/C x
Losung von (1): ¢y = o/(z) = 3 <xl — C’1> , C1eR

Beispiel 6
Gesucht ist die DGL mit der Losung:

y=(r—a)?, aclR

Losung:
y/
Yy =2(z—-a) = a=-—T+z

y/

= — = —

z-a=3

AN
Einsetzen in (3) y = (2)

oder 4y = (y)*=0

Cl,CQ cR
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Grundbegriffe
Def. (a) Eine Bestimmungsgleichung fiir y = y(z) der Form

F(z,y,9,...,y™) =0 (4)

heifit gewohnliche DGL n-ter Ordnung, wobei die n-te Ablei-
tung tatséchlich vorkommen muf.

(b) Eine Funktion y : I — IR heifit Lésung von (4) auf dem Inter-
vall I C IR, falls y auf I n-mal differenzierbar ist und Va € I

F(‘T"7y)y/)"'?y(n)) :0
(¢) Die allgemeine Losung von (4): Die Menge aller Losungen von
(4).

Beispiel
(a) ¥ y—y—2*>=0
Losung: z.B. y(zr) =2%,2€ R
“Probe”: 222 —22—22=0,Vz € R
(b) ¢y =e¢ y=[ydr=[e"dz=e"+C,CeR
(c) y=e" y=[y'de=e"+C,C1 R
y=[ydz=e"+Ciz+C2,Cs e R

Bemerkung

Die allgemeine Losung einer DGL n-ter Ordnung ist in der Regel eine n-parametrige
Kurvenschar!

Anfangswertaufgabe (AWA)

Gesucht sind Funktionen y = y(z) mit

F(z,y,y,...,y™)} DGL n-ter Ordnung

und y(xo) = wo
y'(ro) = w0
v V(zg) = Yo

Die explizite DGL 1. Ordnung
Wir betrachten explizite DGL 1. Ordnung der Form
y' = f(z.y) ()
und ein Rechteckgebiet D = {(x,y) |z € I,y e I}, [,I € R
Bemerkung

Ist y = y(x) eine Losungskurve von (5) mit y(zo) = yo, so gilt: y'(xg) =
f (2o, y(z0)).

Also ist f (o, y(x0)) der Anstieg von y = y(z) an der Stelle z = z und somit
f(zo,yo) der Anstieg der Losungskurve in (zg,yo) € D
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Existenz von L6sungen

Ist f stetig auf D, so verlduft durch jeden Punkt von D eine Losungskur-
ve (verlduft von beiden Seiten bis zum Rand D). Somit verlduft die AWA
y = f(z,y), y(zo) = yo fiir (zg,y0) € D mindestens eine Losung von D. (Hin-
reichende Bedingung)

Eindeutigkeit der Lésung (hinreichende Bedingung)

Sind sowohl f als auch f, stetig auf D, so verlduft durch jeden Punkt von D
genau eine Kurve der AWA. ¢/ = F(z,y), y(zo) = yo mit (zo,yo) € D.

Beispiel

yl:2\/ga f(xay) :2\/g
D={(z,y) | xR, y >0}
f stetig auf D, f, = ﬁ stetig auf D

AWA: ¢ =2y, y(1)=1
Losung: y(z) = 22

Spezielle Typen von DGL 1. Ordnung
DGL mit getrennten Veridnderlichen

Normalform: y' = g(z) - h(y), (z,y) € D
Nullstelle von h(yg) = 0: ergibt Losungen = sind konstante Funktionen (y = )
/

Setze h(y) # 0: 3 = % = g(a) - h(y)
Trennen der Verinderlichen (TdV)

dy dy
@ = g(z)dx #/@ = /g(m)dx

ausrechnen und (falls moglich) nach y umstellen.
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Beispiel (a) ¢ =ycosz: g(x) =cosz, h(y) =y
[f(z,y) = ycosx]

(a.0)  f(z,y) = ycosz und f,(x,y) = cosx sind stetig auf E € R?
(a.1) Nullstellen von h(y) : yo =0 =y =0 ist Lésung der DGL.
(a.2) h(y) #0:TdV
d d
d—y :ycosxé/—y = /cosxd:r
L Y
=In|ly| = sinz+C,CeR
‘ y | — esinx+C
_ Kesinx;K:eC>0
y = :l:Kesinz
=y = Le™*% LcR\{0}

(a.3) (a.D)A(a.2)=y = C1e0 C; e R
AWA y(0)=2: 2=Cyesin0=2=C;.1
Yawa = 2e507

(b) v =2y: g(x) =1 hly) =2y, f(z,y) =2y
D={(z,y) |zx€R, y >0}

(b.0) f(z,y) =2y und f,(z,y) = ﬁ sind stetig auf D
(b.1) h(y) =0=y=0¢ D = keine Losungskurve
(b.2) h(y) ¢0:TdV §£ =2y

ﬁ/;\l% = /dx

Vy = z+C>0,CelR

y = (z+C) mitz+C >0
Ahnlichkeits DGL
y=1(%) x40
Losung
Setze%:z:z(x):y:x-z

=y =z+4z
neue (transformierte) DGL: z 4+ z2’ = f(z) ist iiber TdV lssbar!

xZ = f(z)—=z
1. fz)—2z = 0
2. flz)—2 # O:xng(z)—z
dz dx
= 7 ==
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Beispiel
= (O + L e = (1) =1 (2)

Wiihle obige Substitution: £ = 2z = 2 + 22’ = f(2)

2427 = 224z
vy = 2P
dz 9
fL'@ = Z
dz dx
22 x
1
—— = In|Cz|
z
Nebenrechnung:
d
2 |24k KeR
x
= In|z|+InC,C=e">0
= Injlz|Cl=In|z-C|
1
y P
In|Cz |

Losung unseres Beispiels:

Y 1 T

5:_1n|0x|:>y__ln\0x\7c

>0



