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Motivagao e Objectivos

Este pequeno tutorial tem como objectivo apresentar um resumo dos conceitos matematicos mais utilizados ao
longo da disciplina de Teoria dos Sinais e dos Sistemas e das disciplinas seguintes no ramo de andlise de sinais.
Dé-se especial énfase aos numeros complexos e a fungdes que os manipulam. Apontam-se temas de estudo
futuro, tal como a série e transformada de Fourier, as operacoes de correlagao e convolugao.
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1 Numeros complexos

Os numeros complexos constituem uma das ferramentas matematicas essenciais na andlise e processamento de
sinal. A sua utilizagdo é necesséria, essencialmente na andlise de sinais no dominio da frequéncia, através da
série e transformada de Fourier.

Um ntmero complexo z = (a,b) é constituido por um par de niimeros reais a e b. O valor a é a parte real
a = Re{z} e o valor b é a parte imagindria b = Im{z}. O conjunto dos nimeros complexos C define-se da

seguinte forma:
C={z:z2=a+jb abeR A j*=-1}

em que j é o nimero imagindrio puro’.

1.1 Representacao de nimeros complexos

Existem duas formas cldssicas para a representacao do nimero complexo:

e a forma cartesiana (ou algébrica) em que se representam separadamente as partes real e imagindria a
custa do niimero imaginario puro j: z = a + jb;

e a forma polar (ou trigonométrica) que consiste na representagdo em termos de médulo |z| e argumento
arg(z): z = |z]e?*9(2),

1.1.1 Forma cartesiana (ou algébrica)

A forma cartesiana é a seguinte: z = a + jb
Parte real: Re{z} =a
Parte imaginédria: Im{z} =b

Médulo: |z| = Va? + b?

Argumento: arg(z) = © = arccos (i) = arcsin (ﬁ) = arctan (g)

2| z

1.1.2 Forma polar (ou trigonométrica)

A forma polar é a seguinte: z = |z]e/?9(2) = |2|e7®.
Tendo em conta a férmula de Euler: '
¢I© = cos(O) + jsin(O)

a forma polar é equivalente a:
z = |2|e?® = |z|(cos(©) + jsin(O)) = |z|cos(O) +j || sin(O)
—— ——
Re(z) Im(z)

pelo que se conclui:

a = Re(z) = |z| cos(O) b= Im(z) = |z|sin(©)
permitindo assim a conversao entre formatos, resumida ja de seguida.

1.1.3 Conversao entre os dois formatos

Forma cartesiana para a polar:
Considere o niimero complexo z; = a+ jb, escrito na forma cartesiana. A conversio deste nimero para a forma
polar produz o seguinte resultado:

: m{z1} _
z1 = (\/m)ej arctan(%e{z;}) — (\/m)e] arctan(%)

Exemplos:

=14 — 2 =27 2y = j4 — zp = 4eI% 23 =V3+j — 23 =2e7%

INas diversas dreas da Engenharia o nimero imagindrio puro é representado pelo simbolo j, uma vez que o simbolo i representa
corrente eléctrica.



Forma polar para a cartesiana:

Seja agora zz = |22]€/92, niimero complexo escrito na forma polar. A forma cartesiana é obtida da seguinte
maneira:
29 = |22|(cos(©3) + jsin(O2)) = |22|cos(O2) + j|z2|sin(O2) = a + jb

Exemplos:
{ 21 =5elT — 2 = 5cos (g) + j5sin (%) =75
2y =315 — 25 =3cos (§) +3sin (3) =3+

w
L\D%
w

1.1.4 Representacao geométrica: o plano complexo

Os ntimeros complexos sdo representados graficamente no plano complexo (ou de Argand?), que nao é mais que
um sistema de dois eixos ortogonais. Num eixo representa-se a parte real e no outro a parte imaginaria. O

A Im

v

Figura 1: a) O plano complexo. b) Representagdo de um niimero z = a + jb sobre o plano complexo.

médulo do niimero complexo corresponde a norma do vector que o representa no plano complexo. O argumento
é o angulo formado entre este vector e o eixo dos reais (a origem do referencial).

1.2 Operagoes com nimeros complexos
Sejam z; = a + jb = [21]e7979(1) e 25 = ¢ + jd = |25|e749(*2) | A representacio cartesiana é adequada para
realizar as operagoes de adigao e subtracgao, ao passo que a forma polar é mais vocacionada para operagoes tais
como multiplicacdo, divisao e potenciacao, através das férmulas de Moivre.
Na forma cartesiana:

e Adicao: z1+2z2=(a+c)+j(b+d)

e Subtracgao: z; — 22 =(a—c¢)+j(b—d)
Na forma polar (férmulas de Moivre):

e Multiplicagio: z; 2o = |21 ]|2|e(@r9(z1)+arg(22))

e Divisio: 2 — [ gilarg(s1)-arg(:2))
zZ2 |22|

e Poténcia: 2} = |z|"e/mer9(21)

. 9+2k7r)

e Radiciacao: /z1 = \"/|zl\ej( n

2Em homenagem ao matemdtico com o mesmo nome.




1.3 Complexos que se relacionam entre si
Seja 21 = a + jb = |21|e?®.

Conjugado: #; = a — jb = |z]e 7.

Simétrico: —z; = —a — jb = |2]e/ (O,

1.3.1 Propriedades que relacionam um complexo com o seu conjugado

zZ=z
2l =zl =] —2[ = |- 2]
2Z = |2|?
z 4z = 2Re{z}

z—z=j2Im{z}

1.4 Foérmulas de Euler

A férmula de Euler?, vulgarmente conhecida por exponencial complexa é a seguinte:
e!* = cos(a) + jsin(a)

Aplicando o conjugado obtém-se: _
e 7% = cos(a) — jsin(a)

Note que:
o |eiY = |e7T¥| = \/cosg(a) +sin?(a) = 1, pela férmula fundamental da trigonometria;
e arg(e’®) = arctan (z;r;((z))) = arctan(tan(a)) = «
e arg(e™7%) = arctan (:;((:3%) = arctan (223&?) = arctan(— tan(a)) = —«

As funcbes trigonométricas coseno e seno constituem a parte real e imagindria da férmula de FEuler,
respectivamente. Atendendo as propriedades que relacionam o nimero complexo com o seu conjugado tem-

se:

eI 4 emia 1 . 1 .
= = _el= —_e I
cos(a) 5 5¢ + 5€
. _ eja - e_ja _ _] ja j —Ja
sin(a) = 5 =€ + 5¢

1.5 Funcoes envolvendo nimeros complexos

Para além das fungoes reais de varidvel real, as fungdes que utilizam ndmeros complexos como dominio e/ou
contradominio sao frequentemente utilizadas. Os quatro tipos possiveis de funcao sdo os seguintes:

1- Funcao real de varidvel real: z:% — R;
2- Funcgdo real de variavel complexa: z:C — R;
3- Fungdo complexa de varidvel real: x: R — C;

4- Funcao complexa de varidvel complexa: z:C — C.

As fungdes complexas (cujo contradominio é o conjunto dos nimeros complexos) C podem ser analisadas
separadamente em mdédulo e fase. Por exemplo, a fungdo complexa de varidvel real z(t) = ﬁ]t pode ser
decomposta em duas:

3Leonhard Euler(1707-1783). No URL http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history /Mathematicians/Euler.html pode consul-

tar a biografia deste matemaético.
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e médulo: |z(t)| =

e fase: arg{z(t)} = arg(1) — arg(%) = 0 — arctan(t) = — arctan(t).

)
Consequentemente a funcao z(t) escrita na forma polar tem a seguinte expressio:

1

"= A

e—j arctan(t)

Seguem-se alguns exemplos de funcoes dos tipos apresentados acima:

1. Funcdes reais de varidvel real: x1(t) = cos(t), xo(t) =t? e x3(t) = 1+ t;

2. Fungoes reais de variavel complexa: z1(2) = |z], m2(2) = 1+ |2]? e 23(2) = 2 + Z;
3. Fungdes complexas de varidvel real: @1(t) =1+ jcos(t), z2(t) =t +j e z3(t) = 5

4. Funcgoes complexas de varidvel complexa: x1(z) = 2(2 + j), x2(2) = 2 + 1 e x3(2) = 2°.

2 Identidades trigonométricas

A utilizacdo de algumas identidades trigonométricas simplifica o cédlculo integral de fungées trigonométricas
e evidencia determinadas caracteristicas dos sinais. Apresenta-se um conjunto de expressoes utilizadas com
alguma frequéncia.

e Formula fundamental da trigonometria
sin?(a) + cos?(a) = 1

e Relacao entre seno e coseno
cos(a) = sin (a + %)
sin(a) = cos (a — %)

e Formulas de adigao
cos(a &+ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)
sin(a & b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

e Formulas de duplicagao
cos(2a) = 2cos?(a) — 1 = cos?(a) — sin(a) = 1 — 2sin?(a)
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

e Poténcia de 2
cos?(a) = 3 + 3 cos(2a)
i_ i

sin®(a) = £ — $ cos(2a)

e Férmulas do produto
cos(a) cos(b) = & cos(a + b) + 1 cos(a — b)
sin(a) sin(b) = 3 cos(a — b) — & cos(a + b)

sin(a) cos(b) = % sin(a — b) + gsin(a +b)

2.1 Relacao com as férmulas de Fuler

Efectua-se a verificagao da férmula fundamental da trigonometria, através das férmulas de Fuler:

(@) + cos?(a) = ((Com N (keI m 2 eniie | o424 ot
N 2j 2 N —4 4
_€j2o¢ + 2 _ e*j2a ej2a + 2 + 673‘20( _ej2a + 92 _ e*j2a + ej2a + 2 + 67]20‘
= = 1
4 4 4




3 Sinais com simetria par e impar e suas propriedades

A simetria exibida pelas fungoes é frequentemente explorada nos célculos realizados, no sentido da sua simpli-
ficagdo. A inferéncia de determinadas propriedades dos sinais, a partir das suas simetrias (ou da sua auséncia)
também é um aspecto a ter em conta. Um sinal par apresenta simetria em torno do eixo dos yy, ou seja
o primeiro e quarto quadrantes sao simétricos relativamente ao segundo e terceiro quadrantes. Por sua vez,
um sinal impar apresenta simetria entre o primeiro e terceiro quadrantes, ou entre o segundo e o quarto. As
definigoes de sinal par e impar apresentam-se de seguida.

e z(t) é par sse: z(t) = x(—t),V ¢ e R;

e z(t) é impar sse: x(t) = —x(—t),V t e R.

A figura abaixo exemplifica sinais com simetria par, impar e sem simetria:
e Simetria par: z(t) = |¢[;

o Simetria fmpar: y(t) = ¢;

—-1<t<
e Sem simetria: z(¢) :{ t+l ~1st<0

1 0<t<1
4 x(0) 4y )
11 |1 1
| | |
| | |
| | |
' ' > | | > >
-1 0 1 t rl 0 1 t -1 0 1
|
! —+ -1

Figura 2: a) Simetria par. b) Simetria impar. ¢) Auséncia de simetria.

3.1 Decomposicao de sinal a partir das componentes par e impar

No caso geral, qualquer sinal z(t) é decomposto & custa da soma de um sinal z.(¢) com simetria par (a compo-
nente par) e outro de simetria impar z,(t) (a componente {mpar):

z(t) = 2o (t) + 2o(t) = a(t) +237(—t) N z(t) —296(—15)

we(t) To(t)

3.2 Integracao de sinais par e impar

Devido as simetrias, a integragao de sinais par e {mpar é simplificada. Sabendo que z(t) é impar, tem-se que:

No caso de z(t) ser par:



3.3 Simetrias da soma e do produto

As tabelas seguintes sintetizam as simetrias obtidas pela soma e produto de dois sinais.

+ Par Impar * Par | Impar
Par Par Sem simetria Par Par Impar
Impar | Sem simetria Impar Impar | Impar Par

Considere as propriedades da integracao de fungdes par e impar, e as simetrias apresentadas nestas tabelas.
Tendo em conta que z(t) = z.(t) + x,(t) tem-se que:

/O;x(t) dt2/oooxe(t) o /sz(t) dtg/oooxg(t) dt+2/oooo:3(t) dt

como a seguir se demonstra:

/OO 22() di = /Oo (we(t) + 2o(£))2 dt =

— 00 — 00

/00 (22(t) + 20 (t) 2o (t) + 22(t)) dt =

[rotvass Lamas [ s
/Z 22(t) dt+/o:c 22(t) dt _02/000 w2 (t) dt+2/000 z(t) dt

3.4 Exemplos de calculo de componentes par e impar

A funcdo trigonométrica coseno, verifica cos(t) = cos(—t),V t € R, pelo que é par. Por sua vez, a fungao seno,
verifica sin(t) = —sin(—t),V t € R, pelo que é fmpar.
Tendo em conta estas propriedades, vamos decompor os sinais 1 (t) = 1 + 2 cos(t) + 3sin(t) e x2(t) = 2cos(t + §)
nas suas componentes par e {mpar:
_ . Z1e(t) = 1+ 2cos(t)
x1(t) =1+ 2cos(t) + 3sin(t) = { T1o(t) = 3sin(t)

x2(t) = 2cos (t + %) = 2cos(t) cos (Z) — 25sin(t) sin (g) =

= V/2cos(t) — V2sin(t) = { Zig z \—ff/%osgzt)

4 Decomposicao de funcoes em forma de série

A decomposicao em série de uma fungao consiste na sua escrita a custa da soma de termos(fungoes) que em
cada ponto converge para o valor da fungao a ser aproximada. Considere uma fungao que num determinado
ponto tem o valor S. A sua aproximagao em série, nesse ponto, utilizando N termos, toma o valor Sy tal que:

N-1

Sy = Zzn:ZO+Zl+-~-+ZN—1

n=0

Consoante a funcao e os termos da série, a aproximagao exacta pode requerer a soma de infinitos termos:
lim SN = S

N—o00



4.1 Séries de Taylor e McLaurin

A série de Taylor, ¢ um exemplo da decomposicao em série na forma:

z(t) =Y . (t —to)"
n=0 ’

onde xig), representa a derivada de ordem n da fungdo x(t) calculada no ponto tg.
A série de McLaurin constitui um caso particular, da série de Taylor com t, = 0.

) )

x(n
w(t) = “h-()"
n=0 '

Apresentam-se trés exemplos de decomposi¢ao em série de McLaurin de fungoes conhecidas:

2 3 > ¢
ef:1+t+i+§+ﬂ+...:§:m
n=0
2 4 6
cos(t):l—;'—i—% %—&—
AR I

4.2 Série de Fourier

A série de Fourier? aplica-se a sinais periédicos. Um sinal é periédico (ou estritamente repetitivo) se cumprir
a condigao:

x(t) = x(t + kT)
em que T representa o periodo do sinal e k é inteiro relativo # 0.
Um sinal periddico z(t) com frequéncia fundamental f, pode ser escrito na forma da soma de sinuséides com
frequéncia f, e suas multiplas: kf,.

x(t) = Z x[k]eI?mhlot — Z x[k](cos(2mk fot) + j sin(27k f,t))

k=—o00 k=—o0
Os coeficientes z[k] (complexos) sao calculados da seguinte forma:

1t ;
ofk] = /O w(t)e 2ot gy

4.2.1 Exemplos

A titulo de exemplo, apresenta-se de seguida a decomposicao de trés sinais periddicos na série de Fourier.
Repare na utilizacao das férmulas de Fuler.

I2m100t | e—j27r100t> 327200t | o—j2m200t
+2( )

x(t) = 4 cos(2m100t) + 2 cos(27200t) = 4 ( 5 5

— 2¢J2m100t | 9,—j2m100t | j27200t | —j2m200t

ej27r4515 _ e*j27r45t

y(t) = 1+ 2sin(2w4bt) =14 2 ( ) — 1 — jei2maBt | je—i2mast

2j
j2m10t | ,—j2m10t j2m10t _ ,—j2m10t
z(t) = cos(2710t) + sin(2710t) = (e +26 ) + (e 2.6 > =
J

1 1 1 1 1 1\ 1 1 ;
Logemlot | 1 —j2miot . jexiot _ L —jomiot _ (L _ 1) j2miot L) —eniot
5¢ +2€ +2je 2je (2 j2>€ +(2+32)e

4A ser estudada em detalhe nas aulas tedricas.



5 Calculo matricial

Na area de processamento de sinal, no dominio discreto, a multiplicagao de matrizes é utilizada, por exemplo,
para o célculo das operacoes de correlacdo e convolucao®.

A multiplicagao de matrizes é possivel quando o nimero de colunas da primeira matriz é igual ao nimero
de linhas da segunda matriz. Por exemplo, sejam A e B as seguintes matrizes:

1 2 1
A=1]2 -3 B:{Q}
1 -2

O produto AB resulta na matriz C, apresentada de seguida. Por sua vez, o produto BA néao esta definido.

5.1 Matriz de Toeplitz

A matriz de Toeplitz tem uma configuracao especial na medida em que apresenta sempre determinado elemento
ao longo da diagonal principal e das subdiagonais. E utilizada para realizar as operagoes de correlagao e con-
volugéo referidas acima. Mais concretamente, a matriz de Toeplitz, descreve a relagao entrada/saida de sistemas
lineares e invariantes no tempo. A matriz quadrada de Toeplitz com dimensao N tem a forma apresentada &
esquerda. Na parte direita apresenta-se um exemplo para N = 3.

to t_1 o lonta
i to t_N+2 1 9 4
Tn=| t, & Ts=|5 1 9
6 5 1

t 1

tn_1 to tq to

6 Transformacoes lineares

Uma transformagao linear 7" define-se da seguinte forma:
T(au+ pv) = aT(u) + BT (v)
em que u e v sao vectores e a e (3 sao constantes.

A equacao acima pode ser interpretada da seguinte forma: A transformada da soma ponderada de vectores
€ igual a soma das transformadas individuais ponderadas pelas mesmas constantes de ponderacao.

ou ainda de outra forma:
A transformada da combinacao linear € igual a combinacgao linear das transformadas individuais, com as mesmas

constantes de ponderacao.

6.1 Aplicagoes

A Transformada de Fourier, a estudar em detalhe nas aulas tedricas é linear. Serao ainda analisados sistemas
lineares, ou seja, sistemas que realizam transformadas lineares.

7 Alguns links interessantes
Segue-se uma pequena lista de links para paginas relacionadas com matematica.

e Muita informacao sobre varios ramos da matematica:
http: / /www.sosmath.com

5Serao objecto de estudo a partir de meados do semestre.



Universidade do estado da Florida, Estados Unidos:
http://euclid.math. fsu.edu/Science/math.html

Conjunto de links para paginas relativas a matemaética:
http: / /www.sosmath.com/wwwsites. html

Introducao aos niimeros complexos:
http://www.clarku.edu/ djoyce/complex

Applet em JAVA com operacoes sobre complexos:
hitp: //www.almide.demon. co.uk/html/Complex/Complex_Numbers_Made_Easy.html

Tutoriais sobre ntimeros complexos:
http:/ /www.deetc.isel.ipl.pt/ftp /FicheirosSeccoes/AnaliseSinais /tutorials/Complex Variables. pdf
http:/ /www.deetc.isel.ipl.pt/analisedesinai/tss/ Tutorials/complex. pdf



