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Vorwort

Die Anzahl registrierter Autos hat in vielen Industrienationen inzwischen einen
kritischen Stand erreicht. Da sie allem Anschein nach weiter wachsen wird, die
Infrastruktur jedoch nicht mehr beliebig ausbaubar ist, droht aufgrund der daraus
folgenden Verkehrsdichte schon bald ein rapides Zunehmen an Staus.

Um dies zu vermeiden, versuchen einige Automobilhersteller seit einiger Zeit, so-
genannte Navigationssysteme f¨ur ihre Wagen zu entwickeln, mit denen die Ver-
kehrsteilnehmer m¨oglichst schnell durch den Verkehr geleitet werden sollen. Der
nächstliegende Ansatz bestand zuerst darin, f¨ur jeden Teilnehmer den schnellsten
Weg von seinem Start- zu seinem Zielort zu berechnen. Dies l¨asst sich mathema-
tisch durch das sogenannteKürzeste-Wege-Problemmit nicht-negativen Kanten-
gewichten modellieren, welches in polynomialer Zeit l¨osbar ist. Wie sich jedoch
schon bald herausstellte, sind in der Praxis weitere Komponenten zu ber¨ucksich-
tigen, die die Berechnung eines f¨ur jeden Fahrer akzeptablen Weges erschweren.
So wäre es zum Beispiel denkbar, bei der Berechnung des schnellsten Weges zu
fordern, dass der Fahrer keinen allzu grossen Umweg zu nehmen hat. Ein solcher
ressourcenbeschränkterkürzester Weg l¨asst sich leider nicht in polynomialer Zeit
ermitteln, da es sich dabei um ein sogenanntesschwach NP-vollständigesProblem
handelt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Algorithmen zu entwickeln, die dieses Problem
möglichst schnell l¨osen, und zu untersuchen, welche am besten f¨ur den Einsatz in
einem solchenRoute-Guidance-System geeignet sind. Zu diesem Zweck wird der
für das klassische K¨urzeste-Wege-Problem h¨aufig benutzteDi jkstra-Algorithmus
an die neue Problemstellung angepasst und in mehreren Varianten mit unterschied-
lichen Beschleunigungsmethoden implementiert. Diese werden dann auf verschie-
denen Beispielinstanzen sowohl untereinander als auch im Vergleich mit f¨ur ande-
re Projekte verwendeten L¨osungsverfahren getestet. Anhand der daraus folgenden
Ergebnisse werden dann noch einmal zusammenfassend die Vorz¨uge und Nachtei-
le der jeweiligen Ans¨atze diskutiert, bevor wir abschließend vorschlagen, welches
Verfahren für den Gebrauch als Unterproblem in einem an derTU Berlinentwickel-
tes Navigationssystem vorzuziehen ist.

Um dem Leser die M¨oglichkeit zu geben, die durch die zus¨atzliche Ressourcen-
beschränkung vorgenommenen̈Anderungen am Ausgangsalgorithmus nachzuvoll-
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ziehen, werden in einer Einf¨uhrung (Kapitel 2) noch einmal das K¨urzeste-Wege-
Problem sowie der Dijkstra-Algorithmus skizziert. F¨ur ein besseres Verst¨andnis
setzt die Arbeit lediglich Grundkenntnisse in Graphentheorie und Optimierung vor-
aus.

Ein besonderes Dankesch¨on geht an Dr. Ekkehard K¨ohler für die Betreuung
während der Erstellung dieser Arbeit, an meine Korrekturleser f¨ur das Aufsp¨uren
von Fehlern und an die anderen Diplomanden der Arbeitsgruppe f¨ur die hilfreichen
Ratschläge während der Programmierung der Algorithmen.
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Kapitel 1

Einleitung

Kürzeste-Wege-Probleme entstehen immer dann, wenn G¨uter oder Daten in Netz-
werken so schnell oder so g¨unstig wie nur m¨oglich von einem Punkt zu einem an-
deren gelangen sollen. Meistens reicht es aus, die Wege nur bez¨uglich einer Kom-
ponente zu betrachten, sei diese nun Zeitaufwand, Wegl¨ange oder auch entstandene
Kosten.

In der Praxis gibt es jedoch auch h¨aufig komplexere Fragenstellungen; hin und
wieder werden Wege gesucht, die hinsichtlich mehr als nur einer Komponente ef-
fizient sein sollen. Dabei passiert es h¨aufig, dass die daraus resultierenden Ziele im
Widerspruch zueinander stehen und deswegen nicht gleichzeitig optimiert werden
können. Dies ist insbesondere bei betriebswirtschaftlichen Erw¨agungen der Fall.
Ein Lastwagenfahrer hat zum Beispiel seine Waren so schnell wie m¨oglich zum
Zielort zu befördern, muss bei seiner Routenwahl aber auch darauf achten, dass
er nicht zuviel Maut und Benzin zu zahlen hat. In solchen F¨allen muss entschie-
den werden, welcher Parameter am wichtigsten ist. Es wird danneineKomponente
optimiert, während alle anderen eine gewisse Schranke nicht ¨uberschreiten d¨urfen.

In dieser Arbeit wird der Fall betrachtet, in dem es zus¨atzlich zu den zu minimie-
renden Kosten genaueineandere Ressource gibt, die unter einem vorgegebenen
Wert bleiben muss. Dieses Kapitel zeigt einige Verwendungsm¨oglichkeiten aus der
Praxis für dieses Problem auf, wobei wir genaueres Augenmerk auf die Projektum-
gebungen legen, in denen die hier erstellten Algorithmen getestet werden. Außer-
dem wird darauf eingegangen, welche besonderen Eigenschaften die L¨osungen des
Problems haben m¨ussen.

1.1 Anwendungsgebiete

Die Suche nach einem g¨unstigen Weg bez¨uglich zweier Komponenten tritt in einer
Großzahl von Praxisbeispielen auf. So ergibt sich in Kommunikationsnetzwerken
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der Fall, dass man sowohl g¨unstig als auch relativ sicher Daten von einem Punkt
zu einem anderen senden will. Dieses sogenannteQuality of Service-Problem wird
unter anderen von Orda [15] betrachtet. Gerade durch die in den letzten Jahren
vorangetriebene Entwicklung des Internets hat diese Fragestellung an Wichtigkeit
gewonnen. Insbesondere inIP-basierten Netzwerken gibt es eine Vielzahl an Pa-
rametern, die als Nebenbedingung in Frage kommen, so dassIT -Firmen daran
interessiert sind, eine Software zu entwickeln, welche f¨ur jede Systemumgebung
die relevanten Parameter ermittelt und diese dann als Kostenarten f¨ur ein Kürzeste-
Wege-Problem mit Nebenbedingung ¨ubernimmt.

Doch auch in traditionellen Industriebranchen gibt es interessante Einsatzm¨oglich-
keiten. Elimam und Kohler [6] untersuchen zun¨achst die optimale Abfolge von
Abwasserfl¨ussen einer gleichzeitig von einer industriellen und einer sanit¨aren Or-
ganisation benutzten Einrichtung in Kuwait und gehen danach auf das Problem ein,
Gebäude m¨oglichst günstig zu bauen unter der Voraussetzung, dass sie den staatli-
chen Sicherheitsvorschriften der USA entsprechen. Sie stellen dabei fest, dass sich
beide Fragestellungen als ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Probleme model-
lieren lassen.

Auch Spaltengenerierungsmethoden in der linearen Optimierung benutzen h¨aufig
das Kürzeste-Wege-Problem mit Nebenbedingung als Unterproblem. Dieser Fall
tritt zum Beispiel imScheduling-Bereich oder auch bei komplexen Flußproblemen
auf. Sowohl Lübbecke und Zimmermann [13] in ihrer Betrachtung der Umlaufpla-
nung im Güterverkehr bei Werks- und Industriebahnen als auch Bornd¨orfer und
Löbel [4] bei ihrer Arbeit ¨uber Terminplanung im Personenverkehr greifen darauf
zurück.

Wie man sieht, gibt es eine große Anzahl von Situationen, in denen eine Nebenbe-
dingung zus¨atzlich zu der zu minimierenden Komponente auftritt.

1.2 Das CMCF Route-Guidance-Projekt an der TU Ber-
lin

Navigationssysteme, die einfach f¨ur jeden Wagen den k¨urzesten Weg von Start-
zu Zielort berechnen, haben den fundamentalen Nachteil, dass sie nicht die Aus-
wirkungen ihrer eigenen Routenwahl auf das Verkehrsnetz betrachten. Aus die-
sem Grund funktioniert ein solches System nur, solange es von einer kleinen Zahl
von Fahrern benutzt wird; denn sollte eine zu große Anzahl von Autos denselben
schnellen Weg benutzen, so w¨urde auf dieser Straße schon bald ein Stau entste-
hen, der diesen Vorteil zunichte machen w¨urde. Wie Beccaria und Bolelli [3] vor-
schlagen, ist es also ratsam, ein System zu entwickeln, welches die Verkehrsnetz-
belastung minimiert, aber gleichzeitig die individuellen Routen f¨ur jeden Fahrer
erträglich hält. Diese Nebenbedingung ist wichtig, da es sich bei von Navigati-
onssystemen errechneten Wegen nur um Vorschl¨age handelt und sich kaum ein
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Fahrer freiwillig auf eine f¨ur ihn inakzeptable Route einlassen w¨urde, nur weil es
der Gesamtheit des Verkehrsflusses n¨utzt. In diesem Projekt wird dies durch eine
Längenbeschr¨ankung für jeden berechneten Weg umgesetzt, d.h. jede Route darf
nur um eine vorgebene Prozentzahl gr¨oßer als der bez¨uglich der Länge optimale
Weg sein.

Frank-Wolfe-Algorithmus
Simplex-Algorithmus

Ressourcenbeschr¨ankter kürzester Weg

Tabelle 1.1: Einbettung des ressourcenbeschr¨ankten Kürzeste-Wege-Problems in
das Hauptproblem beim CMCF-Projekt

Das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problem wird somit zu einem Teilpro-
blem des sogenanntenConstrained Multi-Commodity FlowProblems (CMCF),
welches während des Programmablaufs wiederholt aufgerufen wird. Genau ge-
nommen wird dabei eine Adaptation des sogenanntenFrank-Wolfe-Algorithmus
angewendet. Das Ausgangsproblem wird linearisiert und daraufhin mit demSim-
plex-Algorithmus für lineare Optimierungsprobleme bearbeitet. Da dabei exponen-
tiell viele Variablen entstehen, werden diese nicht alle gespeichert, sondern bei Be-
darf mit der Spaltengenerierungsmethode erzeugt. Wie bereits erw¨ahnt, wird dabei
das Kürzeste-Wege-Problem mit Nebenbedingung als Unterproblem aufgerufen.

Als Lösungsansatz wird hier bisher eine mit einigen Beschleunigungsmethoden
versehene Erweiterung desDijkstra-Algorithmus verwendet. Jahn, M¨ohring und
Schulz [10] stellen fest, dass bei der derzeitigen Implementation rund 95% des
Gesamtaufwands mit der Ermittlung dieser Wege verbracht werden; ein besserer
Algorithmus würde also zu großen Zeitersparnissen f¨uhren.

1.3 Das CNOP-Paket

DasConstrained Network Optimization Packagewurde an der Universit¨at des Saar-
landes in Saarbr¨ucken entwickelt. Es behandelt Optimierungsprobleme in Netz-
werken, welche durch die Einf¨uhrung einer Ressourcenbeschr¨ankung nicht mehr
in polynomialer Zeit lösbar sind. Diese werden in einem ersten Schritt durch obere
und untere Schranken approximiert, bevor aus dem ¨ubriggebliebenen Bereich die
Lösung ermittelt wird. Es werden hierbei mehrere Problemstellungen betrachtet;
neben demTable Layout Problem, Kurvenapproximationen und der Suche nach ei-
nem kostenminimalen aufspannenden Baum mit Nebenbedingung wird auch hier
auf ein Routenplanungsmodell eingegangen, welches das ressourcenbeschr¨ankte
Kürzeste-Wege-Problem beinhaltet. Das verwendete Modell ist relativ simpel, so
dass sich das f¨ur diese Arbeit relevante Teilproblem auch autonom ausf¨uhren lässt,
was den Vergleich mit anderen Implementationen erleichtert.
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Ziegelmann [21] hat sowohl f¨ur die Ermittlung der Schranken als auch f¨ur das
darauffolgende Suchen der Optimall¨osung mehrere Algorithmen miteinander ver-
glichen und hat schließlich mit seinen besten Ans¨atzen bei selbst durchgef¨uhrten
Tests sehr gut abgeschnitten. Es bleibt jedoch die Frage, ob dieses Verfahren gene-
rell zu sehr schnellen Resultaten f¨uhrt oder ob es f¨ur gewisse Situationen wie zum
Beispiel dem Einsatz als Unterprogramm imCMCF-Projekt ungeeignet ist.

1.4 Anforderungen an die Probleml̈osungen

Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist es letztlich zu untersuchen, ob ein schneller-
er Lösungsansatz f¨ur das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problem zu einer
spürbaren Reduzierung der Gesamtlaufzeit beimCMCF-Projekt führen kann. Um
dies zu ermitteln, vergleichen wir unsere neu erstellten Algorithmen mit den in den
letzten beiden Abschnitten vorgestellten Ans¨atzen. Voraussetzung daf¨ur ist jedoch,
dass alle Verfahren genau das gleiche Problem l¨osen. Deswegen sollten unsere Me-
thoden den Anforderungen der vorgestellten Routenplanungssysteme gen¨ugen.

Da die Applikation des CNOP-Pakets eher einfach aufgebaut ist, sind f¨ur diesen
Fall keine zus¨atzlichen Bedingungen zu beachten. Gesucht wird ein bez¨uglich einer
Kostenkomponente minimaler Weg zwischen zwei Punkten, der hinsichtlich einer
anderen Kostenart eine vorgegebene Schranke nicht ¨uberschreitet.

Komplexer sieht es beim CMCF-Problem aus. Hier wird nicht nur der kostenmini-
male ressourcenbeschr¨ankte Weg gesucht, sondern es reicht teilweise auch, wenn
er für beide Kostenarten unter vorgegebenen Schranken liegt. Ein hinsichtlich einer
Komponente optimierter Weg w¨urde zwar diese Bedingung erf¨ullen, jedoch kann
man davon ausgehen, dass dessen Ermittlung mit einem zeitlichen Mehraufwand
verbunden sein d¨urfte.

Zusätzlich zu dieser Anforderung besitzen einige der neu erstellten Algorithmen
die Eigenschaft, eine gewisse Anzahl an effektiven Wegen zu ermitteln, wobei die
Effektivität darin besteht, dass ein Weg, der hinsichtlich der ersten Komponente
etwas schw¨acher ist, daf¨ur einen g¨unstigeren Wert bez¨uglich der zweiten Kompo-
nente vorzuweisen hat. Dies ist zum Beispiel f¨ur Fragestellungen von Interesse, in
denen mehrere alternative Wegvorschl¨age ben¨otigt werden.

Somit ergeben sich drei verschiedene Problemstellungen f¨ur diese Arbeit:

� Berechnung eines bez¨uglich einer Kostenkomponente minimalen Weges bei
Einhaltung einer oberen Schranke f¨ur eine zweite Komponente

� Berechnung eines Weges, der bez¨uglich beider Komponenten unterhalb der
vorgegebenen Schranken liegt

� Berechnung mehrerer gleichermaßen effektiver Wege, die allesamt unterhalb
einer vorgegebenen Schranke f¨ur eine Kostenart liegen
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Da versucht werden soll, den f¨ur das klassische K¨urzeste-Wege-Problem mit nicht-
negativen Kantengewichten normalerweise benutzten Dijkstra-Algorithmus so zu
erweitern, dass diese drei Probleme effizient gel¨ost werden, gehen wir im folgen-
den Kapitel zun¨achst auf grundlegende Eigenschaften des Algorithmus von Dijk-
stra ein und beschreiben f¨ur ihn einige Beschleunigungsm¨oglichkeiten, bevor wir
die zur Erweiterung ben¨otigten Schritte erl¨autern.



Kapitel 2

Beschleunigungsmethoden f¨ur
das Kürzeste-Wege-Problem mit
nicht-negativen Kantengewichten

Im folgenden Kapitel werden einige f¨ur den weiteren Verlauf der Arbeit relevan-
te Eigenschaften des K¨urzeste-Wege-Problems zusammengetragen. Zus¨atzlich zur
allgemeinen Problemstellung und zum Dijkstra-Algorithmus wird auch auf m¨ogli-
che Beschleunigungsmethoden zur Ermittlung der L¨osung eingegangen.

2.1 Problemstellung

Ein Verkehrsnetz l¨asst sich als ein gerichteter Graph modellieren, indem man jede
Straße als Kante und jede Kreuzung als Knoten darstellt. Weist man nun jeder
Kante einen Kostenwert zu, so entspricht die Suche nach dem g¨unstigsten Weg
zwischen zwei Orten der Ermittlung des k¨urzesten Weges zwischen zwei Knoten
auf dem erstellten Graphen.

Sei also ein gerichteter GraphG� �V�E� gegeben, und f¨ur jede Kantee� E exi-
stiere ein nicht-negatives Kantengewichtce. Dann lässt sich das K¨urzeste-Wege-
Problem von einem gegebenen Knotens� V zu einem gegebenen Knotent �V
schreiben als

min∑
e�p

ce�

so dassp ein Weg vons nacht ist.

Da wir uns auf den Fall mit nicht-negativen Kantengewichten beschr¨anken, stellen
wir nun den Dijkstra-Algorithmus vor, der die Standardmethode zur L¨osung eines
solchen Problems ist.
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2.2 Der Dijkstra-Algorithmus

2.2.1 Formulierung

Der Dijkstra-Algorithmus ist relativ simpel aufgebaut, l¨ost das K¨urzeste-Wege-
Problem jedoch in polynomialer Zeit. In einer Initialisierungsphase wird zun¨achst
allen Knoten ein Distanzwert zugewiesen, der dem bisher gefundenen k¨urzesten
Weg vom Startknoten zum betrachteten Knoten entspricht. Somit bekommt der
Startknotens die Distanz 0 und alle anderen Knoten bekommen die Distanz�∞
zugewiesen. Zus¨atzlich ben¨otigen wir ein Vorgängerarray, welches zun¨achst für
jeden Knoten mit/0 initialisiert wird.

In der Hauptschleife wird nun der unmarkierte Knotenv mit der kleinsten end-
lichen Distanz gesucht und markiert; im ersten Schritt ist dies automatisch der
Startknoten. Anschließend werden alle Knotenw betrachtet, f¨ur die eine Kante
e� �v�w� existiert. Sollte die Distanz vonw größer als die Distanz vonv plus dem
Kantengewichtce sein, so wird sie mit dem kleineren Wert aktualisiert, da wir da-
mit einen günstigeren Weg zu diesem Knoten gefunden haben. Im Vorg¨angerarray
wird in diesem Fall dem Knotenw der Knotenv zugewiesen, da dieser auf dem
derzeit kürzestens-w-Weg der direkte Vorg¨anger vonw ist.

Input : Gerichteter GraphG � �V�E�, nicht-negativece für alle e� E.
Start- und Zielknotens� t �V.

Output : Ein kürzester Weg vons nacht in G, falls dieser existiert.

foreach v�V do Vorgänger�v� � /0;
foreach v�V��s� do dist�v� � �∞;
dist�s� � 0;
while Es existiert unmarkiertes v mit dist�v� ��∞. do

Markiere unmarkiertesv mit minimaler Distanz ;
if v� t then return dist�t� und den zugeḧorigen s-t-Weg;
foreach Kante e� �v�w� � E do

if dist�v��ce � dist�w� then
dist�w� � dist�v��ce ;
Vorgänger�w� � v;

return
”
Es gibt keinen s-t-Weg.“;

Algorithmus 1: Der Dijkstra-Algorithmus

Der Algorithmus terminiert, sobald entweder der Zielknotent markiert, also der
kürzeste Weg gefunden ist, oder aber kein unmarkierter Knoten mit endlicher Di-
stanz mehr existiert. In diesem Fall gibt es keinen Weg vons nacht. Falls eine
Lösung gefunden wird, so l¨asst sich anhand des Vorg¨angerarrays der k¨urzestes-t-
Weg ermitteln.
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2.2.2 Korrektheit und Laufzeit

Die Korrektheit des Algorithmus basiert auf folgender Festellung:

Satz 2.1. Ist ein Knoten v markiert, so entspricht die ihm zugewiesene Distanz dem
kürzesten Weg vom Startknoten nach v.

Beweis.Wir f ühren einen Beweis durch Widerspruch aus. Sei alsov�V��s� der
erste Knoten, auf den diese Eigenschaft nicht zutrifft. Dann gibt es einen Weg
p� �s� � � � �u� � � � �v�, dessen L¨ange kleiner alsdist�v� ist. Wären alle Knoten auf
diesem Weg bereits markiert, so h¨attev diese Länge als Distanzwert bekommen;
es muss also mindestens ein unmarkierter Knoten vorhanden sein. Seiu der erste
unmarkierte Punkt auf der Wegstrecke.

Der Distanzwert vonu kann nur noch von einem ¨uber einen bisher unmarkierten
Knoten führenden Weg verringert werden. Da jedoch geradev markiert worden ist,
würde kein solcher Weg eine kleinere L¨ange als der bisherige Distanzwert vonu
erreichen. Somit muss der Distanzwert vonu schon der L¨angeδ�s�u� des kürzesten
Weges vons nachu entsprechen. Es gilt also:

dist�u� � δ�s�u�� δ�s�v� � dist�v�

Wir haben jedoch geradev als kleinsten unmarkierten Distanzwert ermittelt, wor-
aus ein Widerspruch folgt.

Da der Algorithmus abbricht, wenn der Zielknoten markiert ist, folgt aus dem Satz
unmittelbar:

Korollar 2.2. Der Dijkstra-Algorithmus arbeitet korrekt und terminiert.

Es ergibt sich hieraus auch eine andere f¨ur den weiteren Verlauf der Arbeit wichtige
Folgerung:

Korollar 2.3. Lässt man den Dijkstra-Algorithmus solange weiterlaufen, bis kein
unmarkierter Knoten mit endlicher Distanz mehr existiert, so entsprechen die er-
mittelten Distanzen für jeden markierten Knoten v� V dem k̈urzesten Weg vom
Startknoten zu ihm. Zu allen bei Programmende unmarkierten Knoten gibt es kei-
nen Weg vom Startknoten aus.

Dies bedeutet, dass die Berechnung aller k¨urzesten Wege von einem Startknoten
aus eine Laufzeit gleicher Gr¨oßenordnung wie die Berechnung eines k¨urzesten
Weges von einem Start- zu einem Zielknoten hat.

Generell hängt die Laufzeit von der bei der Implementierung verwendeten Daten-
struktur zur Verwaltung der unmarkierten Knoten und ihrer Distanzen ab. Wie in
Tabelle 2�1 zu sehen ist, ist die Laufzeit aber polynomial.
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Datenstruktur
Operation ARRAY HEAP FIBONACCI-HEAP

Minimum entfernen O�n� O�logn� O�logn�
Einfügen O�1� O�logn� O�1�

Geänderten Wert neu einf¨ugen O�1� O�logn� O�1�
Initialisierung O�n� O�1� O�1�

Laufzeit O�n2� O�m� logn� O�m�n � logn�

Tabelle 2.1: Aufwand des Dijkstra-Algorithmus bei Verwendung verschiedener
Datenstrukturen

2.3 Beschleunigungsmethoden f¨ur den Dijkstra-Ansatz

Wie im vergangenen Abschnitt beschrieben wurde, ist der Dijkstra-Algorithmus im
Grunde genommen darauf spezialisiert, k¨urzeste Wege von einem Start- zu meh-
reren Zielknoten zu berechnen. M¨ochte man nur den Weg zu einem bestimmten
Knoten berechnen, so ¨andert sich der eigentliche Verlauf des Verfahrens nicht. Wei-
terhin breitet sich der Dijkstra-Algorithmus mehr oder weniger kreisf¨ormig vom
Startknoten aus, um in alle Richtungen k¨urzeste Wege zu erstellen, unabh¨angig
davon, wo sich der Zielknoten befindet.

s

t

Dijkstra

s

t

zielgerichtet

s

t

bidirektional

Abbildung 2.1: Der Suchverlauf der verschiedenen Ans¨atze im Vergleich

Um die Suche effizienter zu gestalten, scheint es also naheliegend, sich Metho-
den zuüberlegen, welche entweder zus¨atzlich vom Zielknoten aus operieren oder
sich etwas zielgerichteter in dessen Richtung verbreiten. M¨oglicherweise l¨asst sich
der sich auf diese Weise ergebende Beschleunigungseffekt noch weiter verst¨arken,
wenn beide Ideen miteinander kombiniert werden.
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2.3.1 Der zielgerichtete Ansatz

Der zielgerichtete Ansatz versucht, den k¨urzesten Weg schneller zu finden, indem
er Teilwege, die offensichtlich zu einem langems-t-Weg führen, nicht weiter be-
trachtet. Dies wird erreicht, indem die Kantengewichte transformiert werden, so
dass genau die Kanten, welche in die Richtung des Zielknotens f¨uhren, vom Algo-
rithmus bevorzugt werden, w¨ahrend solche, die in die entgegengesetzte Richtung
laufen, mit einem ung¨unstigeren Kostenwert bestraft werden.

w1

w2

s

t

v

c�v�w1�

c�v�w2�

LB�v� t�

LB�w1� t�

LB�w2� t�

Abbildung 2.2: Transformation der Kantengewichte.

Zur korrekten Ausf¨uhrung werden untere SchrankenLB�v�t� für die kürzesten Wege
von allen Knotenv � V zum Zielknotent benötigt. Die folgenden modifizierten
Kantenbewertungen werden dann benutzt:

c��v�w� :� c�v�w��LB�v�t��LB�w�t� (2.1)

Wie wir in Abbildung (2.2) gut erkennen k¨onnen, wird somit der gew¨unschte Ef-
fekt erreicht. Die Kante�v�w1� wird gegen¨uber�v�w2� bevorzugt behandelt, da die
untere Schranke f¨ur den restlichenw1-t-Weg kleiner alsLB�w2� t� ist.

Der Dijkstra-Algorithmus funktioniert wie bereits erw¨ahnt nur für nicht-negative
Kantengewichte. M¨ochte man deswegen das Verfahren mit den transformier-
ten Kantenkosten benutzen, so muss f¨ur die unteren Schranken folgende
Konsistenzbedingunggelten:

c�v�w��LB�w�t� 	 LB�v�t� (2.2)
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Diese Eigenschaft wird von vielen Bewertungsfunktionen erf¨ullt. Bei der Suche
nach einem Weg mit der k¨urzesten L¨ange wäre zum Beispiel der geographische
Abstand zwischen den jeweiligen Knoten als untere Schranke benutzbar.

Wenden wir nun den Dijkstra-Algorithmus auf die neuen Kantengewichte an, so
liefert er einen k¨urzestens-t-Weg der Längedist��t�. Es lässt sich zeigen, dass dies
auch der k¨urzeste Weg bez¨uglich der urspr¨unglichen Kostendist�t� ist.

Satz 2.4. Seien auf einem Graphen G� �V�E� für Wege von jedem Knoten v zum
Zielknoten t untere Schranken LB�v� t� gegeben, die dieKonsistenzbedingung (2.2)
erfüllen. Wird der Dijkstra-Algorithmus mit anhand derTransformation (2.1)mo-
difizierten Kantengewichten gestartet, so ist die ermittelte Lösung ein k̈urzester s-
t-Weg bez̈uglich der urspr̈unglichen Kantengewichte, und für die Kosten des Weges
gilt:

dist�t� � dist��t��LB�s�t��LB�t�t�

Beweis.Sei p� �s�v1�v2� � � � �vn� t� ein s-t-Weg. Für seine Länge gilt:

dist��t� � c��s�v1�
�c��v1�v2�

� � � ��c��vn�t�

� c�s�v1��LB�s�t��LB�v1�t�

� c�v1�v2��LB�v1�t��LB�v2�t�

� � � �

� c�vn�t��LB�vn�t��LB�t�t�

� dist�t��LB�s�t��LB�t�t�

Die Länge einess-t-Weges unterscheidet sich also bei Benutzung der modifizierten
Kantengewichte nur um einen kostanten Wert von der urspr¨unglichen Wegl¨ange.
Daraus folgt, dass der ermittelte k¨urzestes-t-Weg auch ein k¨urzester Weg bez¨uglich
des Ausgangsproblems sein muss.

Input : Gerichteter GraphG � �V�E�, nicht-negativece für alle e� E.
Start- und Zielknotens� t �V. Untere SchrankenLB�v�t� für jeden
v-t-Weg.

Output : Ein kürzester Weg vons nacht in G, falls einer existiert.

Setzec��v�w� � c�v�w��LB�v�t��LB�w�t� für allee� �v�w� � E;
Starte Dijkstra-Algorithmus mit Kantengewichtenc�e;
Transformiere f¨ur Lösungp die Länge zur¨uck: cp � c�p�LB�s�t��LB�t�t�;

Algorithmus 2: Der zielgerichtete Dijkstra-Ansatz



12

Es ist zwar offensichtlich, dass der Beschleunigungseffekt dieses Ansatzes im
Wesentlichen von der Qualit¨at der benutzten unteren Schranken abh¨angt, den-
noch ben¨otigt der zielgerichtete Ansatz nie l¨anger als der klassische Dijkstra-
Algorithmus. Für viele Verteilungen der Kantenl¨angen werden sogar im Mittel
lineare Laufzeiten erreicht [16].

2.3.2 Der bidirektionale Ansatz

Beim bidirektionalen Ansatz wird nicht versucht, vom Startknoten aus einen Weg
zum Zielknoten zu erstellen, vielmehr werden gleichzeitig k¨urzeste Wege vom
Start- und Zielknoten aus berechnet, die, sobald sie sich an einem Knoten treffen,
zu einem k¨urzestens-t-Weg zusammengef¨ugt werden k¨onnen.

Der Dijkstra-Algorithmus wird hierbei gleichzeitig vom Startknotens und vom
Zielknotent aus gestartet, bei letzterem allerdings mit umgedrehten Kantenorien-
tierungen. Jeder Knotenv hat somit zwei Distanzwertedists�v� und distt�v�, und
es werden diesmal zwei Vorg¨angerarrays ben¨otigt. Laut Ahuja, Magnanti und Or-
lin [1] kann die Suche beendet werden, sobald ein Knoten von beiden Richtun-
gen aus markiert worden ist. Der k¨urzeste Weg besitzt dann eine L¨ange der Form
dists�u�� c�u�v��distt�v�, wobei u ein vons aus markierter Knoten ist undv ein
von t aus markierter Knoten.

Die Ermittlung des k¨urzesten Weges wird dann ¨uber eine Minimumssuche aus-
geführt. Gesucht wird der Knoten, der im Schritt vor der erstmaligen beidseitigen
Markierung eines Knotens den kleinsten Summenwert der Distanzen hatte, also
minu�dists�u� � distt�u�� für alle Knotenu mit dists�u� � distt�u� � ∞. Da sich
diese Knoten zum Zeitpunkt des Abbruchs in den Datenstrukturen zur Ermittlung
des unmarkierten Knotens mit der kleinsten Distanz befinden, ist die Verwaltung
eines solchen Minimums nicht allzu aufwendig.

Es lässt sich jedoch noch eine effektivere Abbruchbedingung formulieren.

Satz 2.5. Sei z:�min�dists�u��c�u�v��distt�v��u von s aus markiert, v von t aus
markiert� und z0 :� min�dr�v�, r � �s� t�, v nicht von r aus markiert)�.
Gilt 2 � z0 � z, so ist z die k̈urzeste Weglänge des Problems und der dazugehörige
Weg der k̈urzeste s-t-Weg.

Beweis.Würde man den Algorithmus laufen lassen, bis keine unmarkierten Kno-
ten mit endlichen Distanzwerten mehr existieren, so w¨are z offensichtlich die
kürzeste Wegl¨ange für unser Problem. Daz im Laufe des Algorithmus f¨allt und
z0 steigt, reicht es zu zeigen, dass keins-t-Weg mit kleineren Kosten alszexistiert,
sobald 2�z0 � z gilt.

Es gelte also unsere Voraussetzung. Wir ber¨ucksichtigen alle Kantene� E als
mögliche Verbindungen von zwei Halbwegen. Sind beide adjazenten Knoten der
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betrachteten Kante bereits markiert, so wurde der daraus resultierendes-t-Weg bei
der Minimumsbildung vonz bereits ber¨ucksichtigt. Sind wiederum beide unmar-
kiert, so kann aufgrund unserer Voraussetzung dieser Weg unsere bisher minimale
Weglänge nicht unterbieten, da jeder neu markierte Knoten einen Distanzwert er-
halten wird, der mindestens so groß wiez0 ist.

Für den Fall, dass nur ein adjazenter Knoten markiert ist, nehmen wir o.B.d.A. an,
dass es sich dabei f¨ur die Kantee� �u�v� um u handelt. Dann istv zwar noch
nicht vom Startknoten aus markiert, es gibt jedoch keinens-v-Weg, derüber e
führt und einen besseren Kostenwert hat. Somit entspricht die L¨ange dieses Weges
mindestens den Distanzwerten des von beiden Seiten aus unmarkierten Knotensv
und ist aufgrund der Voraussetzung ebenfalls gr¨oßer alsz.

� � �
while Es existiert unmarkierter Knoten mit minimaler Distanzdo

Markiere unmarkierten Knotenv mit minimaler Distanzdistmin;
if 2 �distmin � best val then return gefundenen Weg;
if Knoten von s aus markiertthen

foreach Kante e� �v�w� � E do
if w von t markiert und bestval � dists�v��ce�distt�w� then

Füge Teilwege zus-t-Wegübere zusammen;
best val � dists�v��ce�distt�w�;

else if dists�v��ce � dists�w� then
dists�w� � dists�v��ce ;
Vorgängers�w� � v;

if Knoten von t aus markiertthen
foreach Kante e� �u�v� � E do

if u von s markiert und bestval � dists�u��ce�distt�v� then
Füge Teilwege zus-t-Wegübere zusammen;
best val � dists�u��ce�distt�v�;

else if distt�v��ce � distt�u� then
distt�u� � distt �v��ce ;
Vorgängert �u� � v;

Algorithmus 3: Der bidirektionale Dijkstra-Ansatz (Hauptschleife)

Um diese Bedingung nutzen zu k¨onnen, m¨ussen gewisse Anpassungen am
Dijkstra-Algorithmus vorgenommen werden. F¨uhrt bei der Betrachtung der aus-
gehenden Kanten eines gerade erst markierten Knotens eine Kante zu einem Kno-
ten, der bereits von der anderen Seite aus markiert worden ist, so merke man sich
diesen Knoten und die bei der Zusammensetzung dieser beiden Pfade entstehende
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Weglänge, falls bisher noch kein k¨urzerer Weg gefunden wurde. Sobald der Di-
stanzwert des unmarkierten Knotens mit der kleinsten Distanz mehr als die H¨alfte
der bisher ermittelten kleinsten Wegl¨ange betr¨agt, kann abgebrochen werden, weil
diese dann nicht mehr unterboten werden kann. Dies passiert offensichtlich, bevor
ein Knoten von beiden Seiten markiert worden ist, womit diese Bedingung zu be-
vorzugen ist. In der Praxis scheinen sich jedoch die Laufzeiten kaum zu verringern,
da die Anzahl der betrachteten Knoten nur unwesentlich sinkt.

Unabhängig davon, welche Abbruchbedingung man letztendlich bevorzugt, entf¨allt
im Gegensatz zum unidirektionalen Dijkstra-Algorithmus dieÜberprüfung, ob der
betrachtete Teilweg gerade den Zielknoten markiert hat, wenn er vons gestartet
ist, bzw. ob er den Startknoten markiert hat, wenn er vont kommt. Start- und Ziel-
knoten werden bereits bei der Initialisierung einseitig markiert, so dass wir hierbei
nichts anderes als einëUberprüfung durchführen würden, ob ein Knoten von bei-
den Seiten aus markiert ist. Wie wir gesehen haben, erreicht unser Abbruchkriteri-
um nie diesen Zustand, w¨ahrend das von Ahuja, Magnanti und Orlin vorgestellte
Kriterium bei Erreichen dieses Zustandes noch im selben Schleifendurchlauf ab-
brechen w¨urde.

In den meisten F¨allen stellt das bidirektionale Verfahren eine Beschleunigung zum
allgemeinen Dijkstra-Algorithmus dar. Geht man von einer kreisf¨ormigen Verbrei-
tung dieses Algorithmus aus, so entstehen beim bidirektionalen Ansatz zwei Kreise
mit halb so großem Radius wie der beim unidirektionalen Ansatz ben¨otigte Kreis.
Da das Verh¨altnis der Fläche der kleineren Kreise zum gr¨oßeren Kreis durch

2 �π� r
2�

2

πr2 �
1
2

beschrieben wird, halbiert sich also bei gew¨unschtem Verlauf die Anzahl der be-
trachteten Knoten. Allerdings ist dieses Verfahren nicht zu empfehlen, wenn kein
s-t-Weg existiert, denn dann wird ein doppelt so hoher Aufwand wie beim klassi-
schen Ansatz betrieben.

2.3.3 Verbindung des zielgerichteten und des bidirektionalen Ansat-
zes

Durch eine gleichzeitige Verwendung des zielgerichteten und des bidirektionalen
Ansatzes erhofft man sich, die Vorteile beider Methoden miteinander zu vereinen
und so eine weitere Beschleunigung zu erzielen. Leider liefert der auf die ziel-
gerichteten Kantengewichte angewendete bidirektionale Ansatz jedoch nicht den
kostenminimalen Weg bez¨uglich des Ausgangsproblems.

Betrachten wir einen Distanzwert, der einen vom Startknoten aus gestartetens-u-
Weg beschreibt, so l¨asst sich in gleicher Art und Weise wie beim Beweis von Satz



KAPITEL 2. BESCHLEUNIGUNGSMETHODEN 15

(2.4) das Verh¨altnis zwischen transformierten Distanzwerten und Distanzwerten
hinsichtlich der Originalkosten durch

dist�s�u� � dists�u��LB�u� t��LB�s� t� (2.3)

darstellen. F¨ur den Fall, dass wir vom Zielknoten aus gestartet sind, ergibt sich
eine analoge Formel. Iste� �u�v� die Verbindungskante der in Frage kommenden
Halbwege, so lassen sich also die Kosten des sich ergebenden Wegesp wie folgt
ausdrücken:

c�p � dist�s�u��c�e�dist�t �v�

� dists�u��ce�distt�v��LB�s�v��LB�v� t��2 �LB�s� t�

� cp�LB�s�v��LB�v� t��2 �LB�s� t�

Offensichtlich verfälschen die unteren Schranken zu den Knoten der Verbindungs-
kante das Ergebnis. Wir ben¨otigen deswegen ein Abbruchkriterium, welches sich
auf die modifizierten Distanzwertedist� bezieht, aber bez¨uglich der Original-
Weglängecp Optimalität garantiert.

� � �
while Es existiert unmarkierter Knoten mit endlicher Distanzdo

Markiere unmarkierten Knotenv mit minimaler Distanzdist�min;
if dist� min� best val�LB�s� t� then return gefundenen Weg;
if Knoten von s aus markiertthen

foreach Kante e� �v�w� � E do
if w von t markiert und bestval � dists�v��ce�distt�w� then

Füge Teilwege zus-t-Wegübere zusammen;
best val � dists�v��ce�distt�w�;

else if dist�s�v��c�e � dist�s�w� then
dist�s�w� � dist�s�v��c�e ;
Vorgänger�s�w� � v;

if Knoten von t aus markiertthen
� � �

Algorithmus 4: Der bidirektional zielgerichtete Dijkstra-Ansatz (Ausschnitt)

Satz 2.6. Sei bestval die beim bidirektional zielgerichteten Ansatz bisher kürzeste
gefundene s-t-Weglänge bez̈uglich der Originalkosten. Gilt für den kleinsten un-
markierten Distanzwert dist� min die Ungleichung

dist� min	 best val�LB�s� t�
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so l̈asst sich kein kostengünstigerer s-t-Weg mehr finden.

Beweis.Sei o.B.d.A. der kleinste Distanzwert aus einem vom Startknoten aus ge-
starteten Weg zum Knotenu entstanden. Wie wir in (2.3) sehen, entspricht eine
solche modifizierte Distanz genau der L¨ange dess-u-Teilweges plus dem Wert der
unteren Schranke f¨ur einenu-t-Weg minus der unteren Schranke f¨ur einens-t-Weg,
welche für alle transformierten Distanzwerte gleich ist. Gilt unsere Ungleichung,
dann kann aus dem betrachtetens-u-Weg kein kosteng¨unstigsters-t-Weg mehr wer-
den. Da wir immer den kleinsten Distanzwert markieren, kann in diesem Fall also
best val nicht mehr unterboten werden.

Dieses Kriterium hat den Nachteil, dass es die Tatsache, dass wir einen bidirektio-
nalen Ansatz verfolgen, ¨uberhaupt nicht ausnutzt. Es ist also zu erwarten, dass der
Algorithmus, nachdem er den besten Weg gefunden hat, noch eine Weile weiter
läuft.

Insgesamt ergibt sich nunmehr folgender Algorithmus: Wir starten den bidirektio-
nalen Dijkstra-Algorithmus auf einem Graphen mit transformierten Kantengewich-
ten. Finden wir einen Weg, so transformieren wir seine L¨ange zur¨uck, um seine
Originalkosten zu ermitteln, und speichern ihn, wenn er kostenminimal bez¨uglich
des Ausgangsproblems ist. Der Algorithmus bricht ab, sobald die in (2.6) formu-
lierte Abbruchbedingung gilt.



Kapitel 3

Ressourcenbeschr̈ankte Wege

Ausgehend von den in Kapitel 2 erworbenen Kenntnissen bei der L¨osung des
Kürzeste-Wege-Problems zwischen zwei Knoten erweitern wir nun unsere Frage-
stellung. Besitzt jede Kante noch ein zweites Kantengewicht, so f¨uhren wir für
dieses Gewicht eine obere Schranke ein; kein zul¨assiger Weg darf einen h¨oheren
Verbrauch dieser Kostenart vorweisen. Wir untersuchen drei Probleme, die zus¨atz-
lich diese Nebenbedingung erf¨ullen müssen: die Suche nach einem k¨urzesten Weg
zwischen zwei Knoten, die Ermittlung vonk sogenanntenPareto-optimalenWe-
gen zwischen zwei Punkten, sowie die Suche nach einem Weg, dessen durch das
erste Kantengewicht bestimmte Kosten ebenfalls unter einer vorgegebenen oberen
Schranke bleiben m¨ussen. Wir erweitern den Dijkstra-Algorithmus derart, dass er
den neuen Problemstellungen gerecht wird und l¨osen somit unsere neuen Frage-
stellungen. Die in allen drei F¨allen auftretende Einf¨uhrung der oberen Ressourcen-
schranke erh¨oht den Aufwand erheblich; so ist das in diesem Kapitel eingef¨uhrte
ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problem nicht in polynomialer Zeit l¨osbar,
sondernschwach NP-vollständig. Aus diesem Grund machen wir von diversen Be-
schleunigungsmethoden Gebrauch. Schließlich werden die Methoden vorgestellt,
die zur Lösung des ressourcenbeschr¨ankten Kürzeste-Wege-Problems imCMCF-
Projekt und demCNOP-Paket verwendet werden.

3.1 Problemstellung

Wie im vorangegangenen Kapitel betrachten wir ein Verkehrsnetzmodell, in dem
die Straßen in einem Graphen als Kanten und die Kreuzungen als Knoten darge-
stellt werden. Jede dieser Kanten hat nun zwei verschiedene Kostenwerte, zum
Beispiel Zeitverbrauch und Wegl¨ange.

Sei alsoG� �V�E� ein gerichteter Graph und f¨ur jede Kantee� E gebe es ein
nicht-negatives Kostenpaar�ce� re�. Wir bezeichnen im weiteren Verlauf der Arbeit
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die ce als Kosten undre als Ressource. Seien nun ein Startknotens, ein Zielknoten
t sowie eine obere RessourcenschrankeUBR(U pper BoundResource) gegeben.

Wir werden im Folgenden unsere drei Problemstellungen anhand dieser Ausgangs-
daten definieren.

3.1.1 Das ressourcenbeschränkte Kürzeste-Wege-Problem

(4,0)

(2,2)

(2,1)

(2,3) (2,0)

(1,1)

(1,1)

(1,1)

(5,3)

(2,5)
v1 v2

v3

v4 v5

v6

s t

Abbildung 3.1: Beispielgraph

Schauen wir uns zun¨achst den Beispielgraphen aus Abbildung (3.5) an. Die Wege
p1 � �s�v4�v5� t�, p2 � �s�v1�v2� t�, p3 � �s�v3�v2� t� und p4 � �s�v4�v6� t� führen
allesamt vons nacht. Das klassische K¨urzeste-Wege-Problem w¨urde p1 als Op-
timallösung ermitteln, da dieser Weg Kosten von 4 aufweist. F¨uhren wir nun als
obere Schranke f¨ur das zweite Kantengewicht den Wert 6 ein, so istp1 nicht mehr
zulässig, da sein Ressourcenverbrauch zu hoch ist. Der kostenminimale zul¨assige
Weg ist in diesem Fallp2. Er ist somit der ressourcenbeschr¨ankte kürzeste Weg auf
unserem Graphen.

Formal lässt sich dieses Problem wie folgt ausdr¨ucken:

min∑
e�p

ce�

so dass ∑e�p re�UBRund

p ein Weg vons nacht�

Wir werden im weiteren Verlauf diese Fragestellung mit dem K¨urzelCSP(Cons-
trained Shortest Path-Problem) bezeichnen.



KAPITEL 3. RESSOURCENBESCHR̈ANKTE WEGE 19

3.1.2 Pareto-optimale ressourcenbeschränkte Wege

Existieren für einen Graphen zwei unterschiedliche Kantengewichte, so ist vor der
Lösung des oben genannten Problems festzusetzen, welches Gewicht als Kosten
fungiert, also minimiert wird, und welches als Ressource nur unter einer oberen
Schranke bleiben muss. In vielen F¨allen dürfte jedoch ein geringf¨ugig teuerer Weg
mit viel niedrigerem Ressourcenverbrauch bei der Anwendung auf reale Fragestel-
lungen erfolgsversprechender sein. Wir haben bereits in Kapitel 1 das Beispiel ei-
nes Lastwagenfahrers erw¨ahnt, der so schnell wie m¨oglich zu seinem Lieferort fah-
ren soll, dabei aber nur einen gewissen Geldbetrag f¨ur Benzin und Maut ausgeben
darf. Definieren wir die verbrachte Zeit auf einer Straße als Kosten der zugeh¨origen
Kante und den f¨ur die Nutzung dieser Straße zu entrichtenden Geldbetrag als Res-
source, so k¨onnen wir durch L¨osung vonCSPauf dem so erstellten Graphen eine
optimale Fahrtroute ermitteln. In der Praxis w¨aren die meisten Arbeitgeber jedoch
wahrscheinlich zufriedener, wenn ihr Fahrer wenige Minuten l¨anger ben¨otigte, aber
dafür wesentlich weniger Geld ausg¨abe.

Ein Algorithmus, der mehrere alternative Routenvorschl¨age zur¨uckliefert, kann al-
so für bestimmte Problemstellungen aussagekr¨aftigere Resultate liefern als einer,
der nur den kostenminimalen Weg ermittelt. Zu diesem Zweck f¨uhren wir den Be-
griff der Pareto-Optimaliẗat ein.

Definition 3.1. In einem gerichteten Graphen mit Kostenpaar�ce� re� für jede
Kante e� E gilt ein v-w-Weg p als von einem v-w-Weg p� dominiert, wenn die
zugeḧorigen Kostenpaare�cp� rp� und �cp� � rp�� ungleich sind und folgende Eigen-
schaft gilt:

cp 	 cp� und rp 	 rp�

Ein v-w-Weg p heißtPareto-optimal, falls es keinen v-w-Weg p� gibt, der ihn domi-
niert.

(0,1) (0,2) (0,4) (0,8)

(2,0) (4,0)(1,0) (8,0)

v1 v2 v3s t

Abbildung 3.2: Beispielgraph f¨ur Pareto-Optimalit¨at

Es stellt sich die Frage, wie viele Pareto-optimale Wege f¨ur einen Graphen existie-
ren können. Wie wir am Beispielgraphen (3.2) sehen, kann ihre Anzahl exponenti-
ell zur Anzahl der Knoten werden, denn dort sind alle 24 s-t-Wege Pareto-optimal.
Da wir einerseits die Laufzeiten unserer Algorithmen niedrig halten m¨ochten und
andererseits weiterhin nach Wegen suchen, welche nicht zu viele Ressourcen ver-
brauchen, schr¨anken wir die Anzahl der zu findenden Wege ein. Aus der Menge
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der zulässigen Wege suchen wir diek kostenminimalen heraus, die von keinem
anderen zul¨assigen Weg dominiert werden.

Betrachten wir noch einmal den Beispielgraphen aus dem letzten Abschnitt. Da
p1 unzulässig ist, bleiben drei f¨ur uns interessante Wege zur Verf¨ugung. Der Weg
p4 wird jedoch vonp2 dominiert, da er bei gleichem Ressourcenverbrauch h¨ohere
Kosten verursacht. Somit bleiben uns zwei Pareto-optimale Wege,p2 und p3.

Formulieren lässt sich die soeben erl¨auterte Fragestellung wie folgt:

Findek Pareto-optimales-t-Wegepj mit Gewichten�cpj � rpj � für j � 1� � � � �k�

so dass rpj �UBRfür j � 1� � � � �k und

es existiert kein Wegp� mit

cp� � max�cpj � j � �1� � � � �k��, rp� �UBR.

Dieses Problem wird in sp¨ateren Abschnitten alsPOCP(Pareto-Optimal Constrai-
ned Paths-Problem) auftreten.

3.1.3 Das doppelt beschr̈ankte Problem

Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, tritt das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-
Wege-Problem auch h¨aufig als Unterproblem in gr¨oßeren Projekten auf. Es wird
dabei wiederholt aufgerufen und ist nicht selten f¨ur den Großteil der verbrauchten
Gesamtlaufzeit verantwortlich. Da es weniger aufw¨andig ist, einen Weg zu fin-
den, der auch bez¨uglich der Kosten nur unter einer vorgegebenen Schranke liegt,
ist es denkbar, dass gewisse Programme darauf verzichten, den kostenminimalen
Weg zu finden. Sie begn¨ugen sich mit einem Weg, der hinsichtlich beider Gewichte
zulässig ist, und senken dadurch den Gesamtaufwand.

Kommen wir noch einmal auf unseren Beispielgraphen zur¨uck. Wir nennen unsere
obere KostenschrankeUBC (U pper BoundCost) und weisen ihr den Wert 7 zu.
Somit sindp1 und p3 unzulässig, währendp2 und p4 mögliche Lösungen des Pro-
blems sind. Welcher Weg schließlich ermittelt wird, h¨angt von der Vorgehensweise
des benutzten Algorithmus ab.

Letztlich entspricht unser Problem folgender Fragestellung:

Finde einen Weg vons nacht�

so dass ∑e�pce�UBC und

∑e�p re�UBR�

Wir weisen dieser Problemstellung das K¨urzelDB (Double Bounded-Problem) zu.
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3.1.4 Beziehung zwischen den drei betrachteten Problemen

POCP

CSP DB

löst iterativ

löst

Abbildung 3.3:Überblicküber die Beziehungen zwischen unseren drei Problemen

Unsere soeben vorgestellten Probleme haben einige Gemeinsamkeiten. Es wird
jeweils eins-t-Weg gesucht, der einen vorgegebenen Ressourcenverbrauch nicht
überschreiten darf. Bei n¨aherer Betrachtung f¨allt auf, dass aus der L¨osungeines
Problems auch die L¨osung mindestens einer anderen Problemstellung abgelei-
tet werden kann. So liefert ein Algorithmus, der diek kostenminimalen Pareto-
optimalen ressourcenbeschr¨ankten Wege findet, automatisch den ressourcenbe-
schränkten kürzesten Weg zur¨uck. Ein solcher Weg l¨ost wiederum das doppelt be-
schränkte Problem; da er ebenfalls die Ressourcenschranke unterbietet, sind die
Kosten des ermittelten Weges mit der oberen Kostenschranke des verwandten Pro-
blems zu vergleichen. Wird die Schranke unterboten, so ist der Weg zul¨assig und
eine Lösung gefunden; ansonsten gibt es keinen zul¨assigen Weg.

Letztendlich lässt sich auch durch wiederholte Anwendung eines Algorithmus f¨ur
das doppelt beschr¨ankte Problem ein ressourcenbeschr¨ankter Weg finden. Nach
jedem Durchlauf wird einfach der Kostenwert des gefundenen Weges zur neuen
oberen Kostenschranke. Sobald keine L¨osung mehr gefunden wird, ist der zuletzt
gefundene Weg der ressourcenbeschr¨ankte kürzestes-t-Weg.

Allerdings ist eine solche iterative Herangehensweise sehr zeitaufw¨andig. Je mehr
sich die obere Kostenschranke dem Optimalwert n¨ahert, desto l¨anger dauert ein
einzelner Durchlauf. Die letzten Iterationen d¨urften fast genauso aufw¨andig wie
die direkte Ermittlung des Minimums sein, da das Problem immer schwerer l¨osbar
wird. Aus diesem Grund d¨urfte die Laufzeit dieses Verfahrens den Aufwand zur
direkten Lösung des ressourcenbeschr¨ankten Kürzeste-Wege-Problems bei weitem
überschreiten, weswegen wir sie in dieser Arbeit nicht implementiert haben.
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3.2 Grundlegende Eigenschaften des ressourcenbe-
schränkten Kürzeste-Wege-Problems

3.2.1 Komplexität

Für das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problem wurde bisher kein polyno-
mialer Algorithmus gefunden. In der Tat handelt es sich hierbei um einschwach
NP-vollsẗandigesProblem. Garey und Johnson [7] f¨uhren es zum Beispiel als Pro-
blem ND30 auf und beweisen seine Komplexit¨at mit einer Transformation des
Partition-Problems. Handler und Zang [8] beweisen diese Eigenschaft auch f¨ur den
Fall mit nicht-negativen Kantengewichten. Sie tun dies, indem sie dasKnapsack-
Problem auf das K¨urzeste-Wege-Problem mit nicht-negativen Kantengewichten re-
duzieren.

Satz 3.2. Das ressourcenbeschränkte K̈urzeste-Wege-Problem mit nicht-negativen
Kantengewichten istschwach NP-vollst¨andig.

Beweis.Wir beschreiben zun¨achst das Knapsack-Problem. Seienn verschiedene
Elemente gegeben, die jeweils einen Wertvi und ein Gewichtwi haben. Ziel des
Knapsack-Problems ist es, eine Anzahl an Elementen auszuw¨ahlen, die zusammen
eine vorgegebene GewichtsgrenzeUBRnicht übersteigen, aber einen h¨ochstmögli-
chen Gesamtwert erzielen. Dies l¨asst sich wie folgt formulieren:

max
n

∑
i�1

viki �

so dass
n

∑
i�1

wiki �UBR�

ki � �0�1�, i � 1� � � � �n�

vi 	 0, wi 	 0, i � 1� � � � �n�

UBR	 0�

Wir erstellen nun einen GraphenG mit n�1 Knotenv1� � � � �vn�1 und fügen für
jedes Knotenpaar�vi �vi�1� zwei Kantene1

�i�i�1� unde2
�i�i�1� hinzu.

Sei M :� max�vi : i � 1� � � � �n�1�. Setzen wirce1
�i�i�1�

� M� vi , re1
�i�i�1�

� wi für

die erste undce2
�i�i�1�

� M, re2
�i�i�1�

� 0 für die zweite Kante, so kann man aufG ein

ressourcenbeschr¨anktes Kürzeste-Wege-Problem l¨osen.
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� � �

v1 v2 v3 vn�1 vn vn�1
�M�0� �M�0� �M�0� �M�0�

�M�v1�w1� �M�v2�w2� �M�vn�1�wn�1� �M�vn�wn�

Abbildung 3.4: Der aus dem Knapsack-Problem entstandene Graph

Der ermittelte Weg wird offensichtlich so vielee1�i�i�1� Kanten wie m¨oglich ent-

halten. Müssen zum Zwecke der Zul¨assigkeite2
�i�i�1� Kanten verwendet werden,

so wird man dies bei den Knotenpaaren�vi �vi�1� tun, für die der WertM� vi am
größten ist.

Betrachten wir nun die Optimall¨osung des K¨urzeste-Wege-Problems mit Neben-
bedingung. Die Kantene1

�i�i�1� werden bei den Knotenpaaren eingesetzt, f¨ur die
vi die größten Werte erreichen. Setzen wir f¨ur solche Knotenpaare�vi �vi�1� im
Knapsack-Problemxi � 1 und für die restlichen Paarexi � 0, so haben wir auch
dort eine optimale L¨osung gefunden. Da das Knapsack-ProblemNP-vollständig
ist, ist auch das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problemschwach NP-
vollständig.

Es sei an dieser Stelle erw¨ahnt, dass diverse Approximationsschemata zur Be-
rechnung Pareto-optimaler Wege existieren, die teilweise sogar polynomial in der
Größe des Graphen und dem Inversen1

ε der Genauigkeit sind. Ihre praktische Re-
levanz ist bisher jedoch sehr gering. EinenÜberblick über die verschiedenen Ap-
proximationsans¨atze liefert zum Beispiel M¨ohring [14].

3.2.2 Bisherige Ans̈atze

Die ersten nennenswerten Arbeiten zum ressourcenbeschr¨ankten Kürzeste-Wege-
Problem entstanden Mitte der 60er Jahre. Unabh¨angig voneinander entwickelten
sowohl Witzgall und Goldmann [19] als auch Joksch [12] eine L¨osungsidee, die
auf dynamischer Programmierung aufbaut.

Bezeichnen wir einen Weg, dessen Ressourcenverbrauchα nicht übersteigt, als
α-Pfad, so wird beimCSP-Problem nach dem kostenminimalenUBR-Pfad vom
Startknoten 1 zum Zielknotenn gesucht. Seien nuncv�α� die Kosten des k¨urzesten
α-Weges von 1 nachv. Dann gilt folgende Rekursion:

cv�α� � min�cv�α�1�� min
�u�v��E�r�u�v��UBR

�cu�UBR� r�u�v���c�u�v���

Nachdem wirc1�α� �0 für alle 0�α�UBRundcv�0� �∞ für v�2� � � � �n gesetzt
haben, k¨onnen wir unsere Optimall¨osungcn�UBR� rekursiv mit einem Aufwand
von O�m�UBR� bestimmen. Die Laufzeit ist also pseudopolynomial.
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Aufbauend auf diese Idee entstanden in der Folgezeit eine Vielzahl an sogenannten
Labeling-Ansätzen, zu denen auch unsere f¨ur diese Arbeit erstellten Algorithmen
zu zählen sind. Da wir im n¨achsten Abschnitt unsere Ans¨atze genau erkl¨aren, ge-
hen wir an dieser Stelle nicht auf den typischen Verlauf dieser Verfahren ein. Die
wichtigste Verbesserung gegen¨uber dem erstgenannten Ansatz besteht allerdings
darin, dass dominierte Teilwege nicht weiter betrachtet werden. Somit ist im Nor-
malfall die Lösung viel schneller gefunden. Obwohl etliche Varianten existieren,
die Beschleunigungseffekte f¨ur die meisten Problemstellungen erzielen, z.B. von
Desrochers und Soumis [5] oder auch Stroetmann [18], entspricht die Laufzeit im
ungünstigsten Fall dennoch der f¨ur die dynamische Programmierungs-Rekursion
gefundenen Schranke, n¨amlich genau dann, wenn keine dominierten Wege existie-
ren.

Einen völlig anderen L¨osungsweg verfolgt die 2-Phasen-Methode. Wie wir in Ab-
schnitt 3�4�2 bei der Erläuterung des imCNOP-Paket verwendeten Algorithmus
detailliert darstellen werden, besteht der erste Schritt darin, anhand einer Relaxa-
tion des Problems m¨oglichst gute untere und obere Schranken f¨ur die Kosten der
Optimallösung zu finden. Sollten die Schranken voneinander abweichen, so ist in
einem zweiten Schritt aus den bez¨uglich der ermittelten Kostenschranken zul¨assi-
gen Wegen die L¨osung des Problems herauszusuchen. Es gibt mehrere M¨oglich-
keiten, dies zu bewerkstelligen. Die bekanntesten Arbeiten zu diesem Thema sind
die Lösungsvorschl¨age von Handler und Zang [8], welche den zweiten Schritt mit
einemk Kürzeste-Wege-Algorithmus ausf¨uhren, sowie die von Beasley und Chri-
stofides [2], die hierf¨ur eineBranch-and-Bound-Methode einsetzen.

Ein sehr simpler Ansatz besteht darin, zun¨achst die Ressourcenschranke zu igno-
rieren und mittels desk Kürzeste-Wege-Problems die kostenminimalen Wege in
nicht-absteigender Reihenfolge hinsichtlich der Kosten zu generieren. Jeder neu
ermittelte Weg wird daraufhin bez¨uglich seines Ressourcenverbrauchs ¨uberprüft.
Der erste Weg, der die obere Ressourcenschranke nicht ¨uberschreitet, ist optimal.
Diese Idee wurde zuerst von Yen [20] dargestellt und in den folgenden Jahren wei-
ter verbessert, insbesondere von Jimenez und Marzal [11], deren Algorithmus ei-
ne Laufzeit vonO�m� k �n � log�m�n�� benötigt, wobein die Anzahl der Knoten
und m die Anzahl der Kanten ist. Wie wir bereits bei der Einf¨uhrung der Pareto-
Optimalität gesehen haben, kann die Anzahl der zu betrachtendens-t-Wege expo-
nentiell zur Anzahl der Knoten sein. Aus diesem Grunde ist es nicht verwunderlich,
dass dieses Verfahren bei experimentellen Vergleichen (z.B. den von Skicism und
Golden [17] durchgef¨uhrten Tests) den anderen Ans¨atzen unterlegen ist.

3.3 Der erweiterte Dijkstra-Algorithmus

Es werden nun mehrere auf dem Dijkstra-Algorithmus basierende L¨osungsmetho-
den für die bereits erw¨ahnten Problemstellungen vorgestellt.
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3.3.1 Die Grundversion

Trotz der zus¨atzlichen Nebenbedingung ist die grunds¨atzliche Idee des Dijkstra-
Algorithmus auch auf dasCSP-Problem anwendbar, denn schließlich wird weiter-
hin nach einem k¨urzestens-t-Weg bez¨uglich einer Kostenart gefragt. Offensichtlich
ist ein mit dem klassischen Dijkstra-Ansatz ermittelter Weg jedoch nicht notwen-
digerweise zul¨assig, da er unter Umst¨anden die Nebenbedingung verletzt. Somit
reicht es nicht mehr aus, sich f¨ur jeden Knotenv den bisher errechneten k¨urzesten
s-v-Weg zu merken. Auch Wege mit schlechteren Kosten, aber g¨unstigerem Res-
sourcenverbrauch sind nun von Interesse, denn sie haben eine gr¨oßere Chance, die
Nebenbedingung zu erf¨ullen.

Es stellt sich nun die Frage, welche Wege nicht weiter ber¨ucksichtigt werden
müssen. Es liegt auf der Hand, dass dominierte Teilwege nicht zu einem optima-
len Gesamtweg f¨uhren können, da der sie dominierende Weg zu einer Verbesse-
rung des Optimalwerts f¨uhren würde. Somit bleiben alle Pareto-optimalen Wege
übrig, welche solange von Interesse sind, bis sie die obere Ressourcenschranke
überschreiten.

Input : Gerichteter GraphG � �V�E�, nicht-negative�ce� re� für alle
e� E. Start- und Zielknotens� t �V, obere Ressourcenschranke
UBR. Eine gewünschte Anzahlk an Pareto-optimalen Wegen.

Output : Bis zuk ressourcenbeschr¨ankte kürzeste Wege vons nacht.

foreach v�V��s� do Füge���∞��∞�� /0� in list�v� ein;
Füge��0�0�� /0� in list�s� ein;
while Es existiert ein unmarkierter Listeneintrag mit endlicher Distanz.do

Markiere unmarkierten Listeneintrag mit minimaler Distanzdistmin;
Seiv der der Liste zugeh¨orige Knoten;
if v� t then

Speicheredistmin und den zugeh¨origens-t-Weg;
if k Wege gefundenthen return alle gespeicherten Wege;
continue;

foreach Kante e� �v�w� � E do
new value:� �cnew value� rnew value� � distmin��ce� re�

if rnew value�UBR then
Fügenew valuezu list�w� hinzu;
Streiche nicht Pareto-optimale Wege auslist�w�;

return alle bisher gespeicherten s-t-Wege.;

Algorithmus 5: Der erweiterte Dijkstra-Algorithmus

Aus dieser Feststellung folgt die f¨ur den Algorithmus weitestreichendeÄnderung:
Reichte es fr¨uher aus, sich f¨ur jeden Knoten den bisher berechneten k¨urzesten
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Weg mitsamt seiner L¨ange zu merken, so sind nun f¨ur jeden Knoten alle Pareto-
optimalen Wege zu betrachten. Dies f¨uhrt zu einer erheblichen Steigerung des Auf-
wands, denn die Anzahl der Pareto-optimalen Wege kann exponentiell zur Anzahl
der Knoten werden, wie wir bereits in Abschnitt 3�1�2 erwähnt haben.

Somit ben¨otigt der Algorithmus nun f¨ur jeden Knoten v eine Liste
list�dist�v��Vorgänger�v�� zur Abspeicherung der Kostenpaaredist�v� sowie des
jeweils zuletzt durchlaufenen KnotensVorgänger�v� der in Frage kommenden
Pareto-optimalen Wege. Diese Listen sollten lexikographisch geordnet sein, da-
mit wir schnell Zugriff auf den vielversprechendsten Weg haben. Es werden nun
auch nicht mehr die Knoten selbst, sondern die Listeneintr¨age markiert.

Die Initialisierungsphase verl¨auft analog zum einfachen Dijkstra-Algorithmus: Der
Liste des Startknotens wird das�0�0�-Paar zugef¨ugt und alle anderen Listen be-
kommen den Eintrag�∞�∞�.

Es folgt nun die Hauptschleife. Wir suchen jedes Mal den lexikographisch klein-
sten unmarkierten Wertdistmin aller Listeneinträge und markieren ihn. F¨ur den
Knotenv, in dessen Liste der Eintrag gefunden wurde, werden alle ausgehenden
Kantene� �v�w� betrachtet. Das Kostenpaardistmin��ce� re� wird mit den Listen-
einträgen des Knotensw verglichen und dort eingef¨ugt, falls es von keinem der
vorhandenen Werte dominiert wird. Dominiert es wiederum selber Listeneintr¨age,
so werden diese Eintr¨age gestrichen.

Dies wird solange durchgef¨uhrt, bis ein Listeneintrag des Zielknotens markiert ist.
Dieser liefert somit den kostenminimalen zul¨assigen Weg. L¨asst man den Algorith-
mus weiterlaufen, so wird jedes Mal, wenn ein Element der Liste des Zielknotens
markiert wird, der n¨achstg¨unstigste zul¨assige Weg gefunden. Dies bedeutet, dass
man mit diesem Algorithmus auch eine vorgegebene Anzahl an Pareto-optimalen
Wegen ermitteln kann. Insgesamt l¨ost dieser Algorithmus also alle drei vorgegebe-
nen Problemstellungen.

3.3.2 Die zielgerichtete Version

Genau wie beim normalen Dijkstra-Algorithmus ist auch im erweiterten Fall ei-
ne Transformation der Kantengewichte zwecks zielgerichteter Suche problemlos
möglich, wie wir in Satz (3.3) sehen werden. Wir ermitteln zun¨achst untere Schran-
ken LBC�v�t� und LBR�v�t� für Kürzeste-Kosten-Wege und G¨unstigste-Ressourcen-
Wege vom Zielknotent zu jedem Knotenv. Da unser Problem nunNP-vollständig
ist, müssen wir nicht zwingend auf bereits vorgegebene Schranken zur¨uckgreifen.
Eine Methode, welche genauere Schranken in polynomialer Laufzeit berechnet,
sorgt für schneller ermittelte L¨osungen, da der damit verbundene zus¨atzliche Auf-
wand durch den erreichten Nutzen bei weitem aufgewogen wird.

Wie wir in Korollar (2.3) gesehen haben, berechnet der klassische Dijkstra-
Algorithmus kürzeste Wege voneinemStart- zu mehreren Zielknoten in poly-
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nomialer Zeit. Da die ohne Nebenbedingung ermittelten k¨urzesten Wege nicht
größer als die ressourcenbeschr¨ankten Wege sind und die Konsistenzbedingung
(2.2) erfüllen, sind sie als untere Schranken f¨ur unsere Zwecke einsetzbar. Wir
berechnen zun¨achst alle k¨urzesten Wege vont aus bez¨uglich der Ressourcenre.
Hierbei kann abgebrochen werden, sobald ein ermittelter k¨urzester Weg gr¨oßer als
die vorgegebene obere Ressourcenschranke ist. Wir ermitteln f¨ur den kürzesten
s-t-Weg pr zusätzlich den KostenwertcLBR�s�t�

und starten daraufhin noch einmal
den Dijkstra-Algorithmus, aber diesmal bez¨uglich der Kostence und mit cLBR�s�t�

als oberer Schranke, da ein Weg mit h¨oheren Kosten vonpr dominiert werden
würde. Auch hier brechen wir ab, sobald die obere Schranke erreicht wird. Alle
noch nicht berechneten Schranken werden daraufhin mit�∞ initialisiert, denn sie
können nicht zu einem zul¨assigen Weg f¨ur unser Problem f¨uhren.

Die Transformation der Ressourcenwerte ist sicherlich nicht zwingend, da ja nicht
bezüglich dieser Kostenart minimiert wird. Von Interesse ist sie nur dann, wenn
zwei zu vergleichende Wege die gleichen Kosten haben. Da wir immer das Ko-
stenpaar�ce� le� betrachten und lexikographisch sortieren, entscheidet in dem Fall
der Ressourcenverbrauch dar¨uber, welcher Weg zu bevorzugen ist.

Analog zum zielgerichteten Ansatz f¨ur den klassischen Dijkstra-Algorithmus defi-
nieren wir nun die transformierten Kantengewichte wie folgt:

�c��v�w�� r
�
�v�w�� :� �c�v�w��LBC�v�t��LBC�w�t�� r�v�w��LBR�v�t��LBR�w�t�� (3.1)

Für die obere Schranke m¨ussen ebenfalls Anpassungen vorgenommen werden, da-
mit sie auf die neuen Gewichte anwendbar ist:

UBR� :�UBR�LBR�s�t� (3.2)

Starten wir nun den erweiterten Dijkstra-Algorithmus auf unserem Problem mit
transformierten Kantengewichten und neuer oberen Schranke, so sind die ermittel-
ten Lösungen genau die k¨urzesten Wege bez¨uglich der Originalgewichte und die
oberen Schranken werden unterboten.

Satz 3.3. Der erweiterte Dijkstra-Algorithmus liefert sowohl auf dem Ausgangs-
problem als auch den gemäß (3.1) und (3.2) transformierten Werten die gleichen
Wege f̈ur unsere betrachteten Probleme zurück, wenn dabei k̈urzeste Wege als un-
tere Schranken verwendet werden.

Beweis.Da sowohl unsere unteren Kosten- als auch unsere unteren Ressourcen-
schranken wie bereits erw¨ahnt die Kosistenzbedingung (2.2) erf¨ullen, lässt sich
analog zum Beweis von Satz (2.4) zeigen, dass die auf den transformierten Werten
ermitteltens-t-Wege in beiden Komponenten nur um einen konstanten Term von
ihren jeweiligen Kosten und Ressourcen bez¨uglich der Ausgangsdaten abweichen.

Es bleibt zu beweisen, dass die Transformation der oberen Ressourcenschranke zu
einem korrekten Ergebnis f¨uhrt. Da durch die von uns benutzten k¨urzesten Wege
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die untere Schranke f¨ur einen Weg vom Ziel- zum Zielknoten immer 0 ist, ent-
spricht unsere transformierte Schranke der Originalschranke plus genau dem Term,
der auch einems-t-Weg durch die Transformation aufaddiert wird. Somit ist ein
bezüglich des Originalproblems unzul¨assiger Weg auch auf den transformierten
Werten unzul¨assig. Da außerdem alle Ressourcen der Kanten nicht-negativ sind,
sind sowohl ein zul¨assigers-t-Weg als auch alle seine Teilwege hinsichtlich der
transformierten Werte ebenfalls zul¨assig, woraus die Korrektheit des Algorithmus
folgt.

Da der zielgerichtete Ansatz das gleiche Verhalten wie der erweiterte Dijkstra-
Algorithmus ohne Beschleunigung aufweist, l¨ost er also ebenso unsere drei Aus-
gangsprobleme.

Input : Gerichteter GraphG � �V�E�, nicht-negative�ce� re� für alle
e� E. Start- und Zielknotens� t �V, obere Ressourcenschranke
UBR. Eine gewünschte Anzahlk an Pareto-optimalen Wegen.

Output : Bis zuk ressourcenbeschr¨ankte kürzeste Wege vons nacht.

Ermittle untere SchrankenLBR�v�t� undLBC�v�t�;
Setze �c��v�w�� r

�
�v�w�� � �c�v�w� � LBC�v�t� � LBC�w�t�� r�v�w� � LBR�v�t� �

LBR�w�t�� für alle Kantene� �v�w� von G;
SetzeUBR� � UBR�LBR�s�t�;
Starte erweiterten Dijkstra-Algorithmus mit�c�e� r

�
e� undUBR�;

Transformiere f¨ur alle ermittelten Wegep die Kantengewichte zur¨uck:
�cp� rp� � �c�p�LBC�s�t�� r �p�LBR�s�t��;

Algorithmus 6: Der zielgerichtete erweiterte Dijkstra-Algorithmus

Genau genommen m¨ussen wir bei dieser Variante gar nicht warten, bis der Zielkno-
ten erreicht wird, um den jeweils n¨achsten kostenminimalen ressourcenbeschr¨ank-
ten Weg zu finden. Wir k¨onnten nämlich die Tatsache ausnutzen, dass die unmar-
kierten Listeneintr¨age hinsichtlich ihrer transformierten Kostenwerte lexikogra-
phisch geordnet sind. Diese entsprechen wie gesagt einem Pareto-optimalen Weg
zu dem betrachteten Knoten plus f¨ur beide Komponenten einer unteren Schran-
ke für den Restweg zum Zielknoten abz¨uglich der unteren Schranke f¨ur einen
s-t-Weg, wobei letztere f¨ur jeden umarkierten Listeneintrag gleich ist. Da unse-
re unteren Schranken (nicht notwendigerweise bez¨uglich beider Kantengewichte
zulässige) Teilwege beschreiben, bedeutet dies, dass der jeweils lexikograpisch
kleinste unmarkierte Listeneintrag zu einems-t-Weg komplettiert werden k¨onn-
te, den bez¨uglich der Kosten keiner der aus den restlichen Eintr¨agen hervorgehen-
dens-t-Wege unterbieten kann. Somit haben wir unseren ressourcenbeschr¨ankten
kürzesten Weg gefunden, soweit wir nachweisen k¨onnen, dass eine derartige Er-
weiterung eines lexikographisch kleinsten Listeneintrags zu einem zul¨assigens-t-
Weg führt.
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Bei der Ermittlung der unteren Kostenschranken ist es ohne weiteren Auf-
wand möglich, sowohl den RessourcenverbrauchrLBC�v�t�

als auch die jeweiligen
Vorgängerknoten eines kostenminimalenv-t-Weges zu speichern. In der Haupt-
schleife fügen wir daraufhin eine zus¨atzliche Abfrage bei der Betrachtung des le-
xikograpisch kleinsten unmarkierten Listeneintrags am Knotenv ein. Wir wollen
wissen, ob die Komplettierung durch den kostenminimalenv-t-Weg den Ressour-
cenverbrauch ¨uber die obere Schranke ansteigen l¨asst. Da der transformierte Res-
sourcenwert des Listeneintrags sich jedoch auf den ressourceng¨unstigstenv-t-Weg
bezieht, m¨ussen wir ihn so modifizieren, dass er den Verbrauch des kostenmini-
malen Weges angibt. Der Weg ist deswegen genau dann zul¨assig, wenn folgende
Eigenschaft gilt:

r �dist min��LBR�v� t�� rLBC�v�t�
�UBR�

Ist dies der Fall, so ist der zugeh¨origes-t-Weg kostenminimal.

Dieses Abbruchkriterium findet den Weg normalerweise, bevor der Zielknoten er-
reicht wird, allerdings war bei durchgef¨uhrten Tests der erreichte Nutzen bei Wei-
tem geringer als erhofft und eher marginal. Außerdem besitzt dieses Verfahren den
Nachteil, dass es zwar den kostenminimalen, aber nicht notwendigerweise einen
Pareto-optimalen Weg liefert, denn es ist durchaus m¨oglich, dass ein weiterer Li-
steneintrag zu einem Weg mit gleichen Kosten, aber weniger Ressourcenverbrauch
führt. Aus diesem Grund haben wir uns entschlossen, dieses Kriterium in unserer
Variante nicht zu ber¨ucksichtigen und stattdessen erst dann abzubrechen, wenn ein
Eintrag des Zielknotens markiert wird.

3.3.3 Die bidirektionale Version

Der bidirektionale Ansatz l¨asst sich ebenfalls auf die erweiterte Fragestellung an-
wenden. Es ist allerdings zu beachten, dass von nun an nicht mehr die Knoten,
sondern die Listeneintr¨age markiert werden. Dies f¨uhrt zu gewissen Ver¨anderun-
gen bei der Zusammenf¨ugung der Teilwege und dem Abbruchkriterium.

Wir beschreiben o.B.d.A. den Fall, dass wir gerade einen Listeneintrag vom Start-
knoten aus markiert haben. Betrachten wir nun eine ausgehende Kantee� �v�w�,
so suchen wir nach einem vom Zielknoten aus markierten und bez¨uglich des Ko-
stenpaares lexikograpisch kleinsten Listeneintrag inw. Existiert dieser, so be-
schreibt er den kosteng¨unstigsten zul¨assigenw-t-Weg. Damit haben wir kosten-
minimale s-v- und w-t-Wege; ist der zusammengesetzte Weg zul¨assig, so ist er
der beste Weg, der ¨uber e führt. Ansonsten suchen wir in der aufsteigend lexi-
kographisch geordneten Liste vonw weiter. Falls wir keinen zul¨assigens-t-Weg
ermitteln können, läuft der Algorithmus weiter und startet den n¨achsten Haupt-
schleifendurchlauf.



30

Wird hierbei jedoch ein Weg gefunden, so brechen wir in einer ersten Variante die-
ses Ansatzes an dieser Stelle ab und liefern eine L¨osung für dasDB-Problem, wel-
che im Allgemeinen nur wenig schlechter als der ressourcenbeschr¨ankte kürzeste
Weg, allerdings meistens nicht Pareto-optimal ist.

Markiere unmarkierten Listeneintrag mit minimaler Distanzdistmin;
if 2 �distmin �lex best val then return gefundenen Weg;
Seiv der der Liste zugeh¨orige Knoten;
if Eintrag von s aus markiertthen

foreach Kante e� �v�w� � E do
newval :� �cnew val� rnew val� � distmin��ce� re�

foreach Eintrag in w von t markiertdo
Füge Teilwege zus-t-Weg p übere zusammen;
if best val �lex �cp� rp� then break;
if rp �UBRthen continue;
Lösche Eintrag ausw;
bestval � �cp� rp�;

if kein Eintrag in w von t markiert und rnew val �UBRthen
Fügenew val zu list�w� hinzu;
Streiche nicht Pareto-optimale Wege auslist�w�;

else
foreach Kante e� �u�v� � E do

newval :� �cnew val� rnew val� � distmin��ce� re�
foreach Eintrag in u von s markiertdo

Füge Teilwege zus-t-Weg p übere zusammen;
if best val �lex �cp� rp� then break;
if rp �UBRthen continue;
Lösche Eintrag ausu;
bestval � �cp� rp�;

if kein Eintrag in u von s markiert und rnew val �UBRthen
Fügenew val zu list�u� hinzu;
Streiche nicht Pareto-optimale Wege auslist�u�;

Algorithmus 7: Der bidirektionale erweiterte Dijkstra-Ansatz f¨ur das CSP-
Problem (Hauptschleife)

Suchen wir hingegen den kostenminimalen Weg, so l¨asst sich das Abbruchkrite-
rium aus Satz (2.5) relativ problemlos ¨ubernehmen, da wir weiterhin den kosten-
minimalen Weg suchen. Die einzigeÄnderung liegt darin, dass wir numehr zwei
Kostenarten haben. Es w¨are möglich, das Abbruchkriterium nur auf die Kosten
anzuwenden, dann w¨are der ermittelte Weg aber unter Umst¨anden nicht Pareto-
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optimal, da ein weiterer Weg mit gleichen Kosten einen niedrigeren Ressourcen-
verbrauch aufweisen k¨onnnte. Deswegen f¨uhren wir die Vergleichsoperation im
folgenden Satz nach der lexikographischen Ordnung durch.

Satz 3.4. Sei z:�minlex�dists�u���c�u�v�� r�u�v���distt�v��u von s aus markiert, v
von t aus markiert� und z0 :�minlex�dr�v�, r � �s� t�, v nicht von r aus markiert)�.
Gilt 2�z0 �lex z, so ist der zu z gehörende Weg der ressourcenbeschränkte k̈urzeste
Weg f̈ur das vorliegende Problem.

Beweis.Der Beweis verl¨auft analog zum Beweis von Satz (2.5).

DasPOCP-Problem ist mit diesem Ansatz nicht effizient zu l¨osen. Da die gefun-
denen Wege nicht in lexikograpischer Reihenfolge ermittelt werden und teilweise
nicht einmal Pareto-optimal sind, m¨usste im schlechtesten Fall der Algorithmus
solange ausgef¨uhrt werden, bis kein unmarkierter Listeneintrag mehr existiert, der
die Ressourcenschranke nicht verletzt, bevor dann aus den gefundenen Wegen die
k kostenminimalen Pareto-optimalen ermittelt werden. Da dies zu keiner Beschleu-
nigung dem erweiterten Dijkstra-Algorithmus gegen¨uber führen würde, haben wir
diesen Fall nicht implementiert und nur Varianten zur L¨osung derCSP- und DB-
Probleme erstellt.

3.3.4 Die bidirektional zielgerichtete Version

Da - wie in den vorangegangen Abschnitten gezeigt - der zielgerichtete und der bi-
direktionale Ansatz zur beschleunigten L¨osung des K¨urzeste-Wege-Problems mit
Nebenbedingung benutzbar sind, ist auch der Ansatz, der beide Verfahren gleich-
zeitig anwendet, auf unsere neuen Probleme anwendbar.

Es treten hierbei die gleichen Schwierigkeiten auf wie beim K¨urzeste-Wege-
Problem ohne Nebenbedingung, denn sowohl unser zielgerichtetes als auch unser
bidirektionales Verfahren haben im erweiterten Fall die gleiche Verlaufsstruktur
wie bei der Ermittlung des k¨urzesten Weges ohne Nebenbedingung. Somit ergibt
sich bei der Zusammensetzung eines Wegesp aus Teilwegens
 u undv
 t durch
den bidirektional zielgerichteten Ansatz analog zu den Betrachtungen in Abschnitt
2�3�3 folgende Formel, wenn o.B.d.A. zuletzt ein Eintrag inu von s aus markiert
wurde:

�c�p� r
�
p� � dist�s�u���c�e� r

�
e��dist�t �v�

� �cp� rp���LBC�s�v��LBR�s�v����LBC�v� t��LBR�v� t��

� 2 � �LBC�s� t��LBR�s� t��

Somit verfälschen auch hier die unteren Schranken der Wege von Start- und Ziel-
knoten zum Verbindungsknotenv die Werte des transformierten Kostenpaars des
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ermittelten Weges. Wir ben¨otigen also erneut ein Abbruchkriterium, welches sich
auf die vom bidirektional zielgerichteten Ansatz verwendeten Distanzwertedist�

bezieht, aber die Ermittlung des hinsichtlich der Originalkantengewichte�cp� rp�

lexikographisch kleinsten Wegesp ermöglicht.

Zu diesem Zwecke passen wir unser Abbbruchkriterium aus Satz (2.6) an die er-
weiterte Fragestellung an.

Satz 3.5. Sei bestval das Originalkostenpaar des hinsichtlich der Ausgangsge-
wichte lexikographisch kleinsten s-t-Weges p, der bisher vom bidirektional zielge-
richteten Ansatz gefunden wurde. p ist optimal, falls für den kleinsten unmarkierten
Listeneintrag dist� min folgende Ungleichung gilt:

dist� min	lex best val� �LBC�s� t��LBR�s� t��

Beweis.Der Beweis verl¨auft analog zum Beweis von Satz (2.6).

while Es existiert unmarkierter Eintrag mit endlicher Distanzdo
Markiere unmarkierten Eintrag mit minimaler Distanzdist�min;
if dist� min	lex best val� �LBC�s� t��LBR�s� t�� then return gefunde-
nen Weg;
Seiv der der Liste zugeh¨orige Knoten;
if Eintrag von s aus markiertthen

foreach Kante e� �v�w� � E do
new val� :� �c�new val� � r

�
new val�� � dist�min��c�e� r

�
e�

foreach Eintrag in w von t markiertdo
Füge Teilwege zus-t-Weg p übere zusammen;
if best val �lex �cp� rp� then break;
if r �p �UBR� then continue;
Lösche Eintrag ausw;
bestval � �cp� rp�;

if kein Eintrag in w von t markiert und r�new val� �UBR� then
Fügenewval� zu list�w� hinzu;
Streiche nicht Pareto-optimale Wege auslist�w�;

if Eintrag von t aus markiertthen
� � �

Algorithmus 8: Der bidirektional zielgerichtete erweiterte Dijkstra-Ansatz f¨ur
das CSP-Problem (Ausschnitt)

Auch in diesem Fall k¨onnte man das Abbruchkriterium nur auf die Kosten des
Weges anwenden, wenn der zu findende Weg nicht notwendigerweise Pareto-
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optimal sein soll. Da der Aufwand sich dabei jedoch nur unwesentlich verringern
würde, benutzen wir bei der Vergleichsoperation die Kostenpaare.

Genau wie beim rein bidirektionalen Ansatz haben wir keine Version zur L¨osung
desPOCP-Problems entwickelt. Da auch hier nicht jeder gefundene Weg gleich
Pareto-optimal ist, w¨are zunächst eine im schlechtesten Fall exponentielle Anzahl
an Wegen zu ermitteln, was zu einer inakzeptablen Laufzeit f¨uhren würde. Somit
löst dieser Algorithmus dasCSP- und dasDB-Problem.

3.3.5 Versionen mit zus̈atzlichem Abbbruchkriterium

Da wir dasDB-Problem mit erweiterten Dijkstra-Methoden l¨osen, werden im Ver-
lauf des Algorithmus die Kosten so niedrig wie m¨oglich gehalten, w¨ahrend für
die Ressourcen keine Minimierung durchgef¨uhrt wird, sondern nur ein Test auf
Zulässigkeit vorgesehen ist. Sollte die KostenschrankeUBC genauso weit vom
Kostenwert der kostenminimalen L¨osung abweichen wie die Ressourcenschran-
ke UBR vom Ressourcenverbrauch des ressourcenschonendsten Weges, so wer-
den unsere betrachteten Teilwege deswegen eher dazu tendieren, einen unzul¨assi-
gen Ressourcenverbrauch vorzuweisen, als dass sie hinsichtlich der Kosten ¨uber
der vorgegebenen Schranke liegen. Basierend auf dieser Feststellung erscheint
es also erfolgversprechend, vom Dijkstra-Algorithmus ermittelte Teilwege durch
einen möglichst ressourceng¨unstigen Restweg zu komplettieren, um somit schnel-
ler einen zulässigens-t-Weg zu finden.

Unsere zielgerichteten Versionen berechnen k¨urzeste Wege von allen Knoten zum
Zielknoten bei der Ermittlung der unteren Schranken. Speichert man bei der Er-
mittlung der ressourceng¨unstigsten Wege auch deren KostencLBR, so steht uns f¨ur
jeden Knotenv das Kostenpaar sowie der Wegverlauf des bez¨uglich der Ressourcen
effizientesten Weges vonv zum Zielknotent zur Verfügung.

Betrachten wir zun¨achst den zielgerichteten erweiterten Dijkstra-Algorithmus. Wir
erweitern die Hauptschleife und untersuchen f¨ur jeden Eintrag, den wir in eine
Liste einfügen wollen, zun¨achst die Kosten, die entstehen w¨urden, wenn der ent-
sprechende Wegp mit dem ressourceng¨unstigsten Teilweg zum Zielknoten ver-
vollständigt werden w¨urde. Damit der Weg zul¨assig ist, muss folgende Unglei-
chung für die Kosten gelten:

c�p�LBC�v� t��cLBR�v�t�
�UBC�

Für die Ressourcen muss keine neue Ungleichung erstellt werden; es gen¨ugt, wenn
der transformierte Ressourcenwert unter der transformierten Ressourcenschranke
bleibt. Liegen die untersuchten Werte unter den vorgegebenen Schranken, so ist der
Weg zulässig und eine L¨osung gefunden. Ansonsten wird der erweiterte Dijkstra-
Algorithmus normal weitergef¨uhrt.
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while Es existiert ein unmarkierter Listeneintrag mit endlicher Distanz.do
Markiere unmarkierten Listeneintrag mit minimaler Distanzdist�min;
Seiv der der Liste zugeh¨orige Knoten;
foreach Kante e� �v�w� � E do

newvalue� :� �c�new value� � r
�
new value�� � dist�min��c�e� r

�
e�

if r �new value� �UBR� then
if c�new value� �LBC�w� t��cLBR�w�t�

�UBC� then
return vervollständigter Weg;

Fügenew value� zu list�w� hinzu;
Streiche nicht Pareto-optimale Wege auslist�w�;

Algorithmus 9: Der zielgerichtete erweiterte Dijkstra-Algorithmus mit zus¨atz-
lichem Abbruchkriterium (Hauptschleife)

Beim bidirektional zielgerichteten Ansatz ist ein solches Abbruchkriterium
natürlich ebenfalls einsetzbar, wobei hier selbstverst¨andlich auch bei den ressour-
cengünstigsten Wegen vom Startknoten zu allen Knoten der zugeh¨orige Kosten-
wert gespeichert werden muss.

Im Allgemeinen führt dieses Kriterium zu einer signifikanten Verringerung der
Hauptschleifendurchl¨aufe; allerdings ist ein Durchlauf aufgrund der zus¨atzlich zu
überprüfenden Kriterien aufw¨andiger als bei den Versionen, die den kostenminima-
len Weg suchen. Deswegen ergeben sich Nachteile, wenn die obere Kostenschran-
ke nur sehr knapp ¨uber dem letztlich ermittelten minimal zul¨assigen Kostenwert
liegt, da in diesem Falle die Anzahl der Schleifendurchl¨aufe fast genauso hoch wie
beim Ansatz ohne zus¨atzliches Abbruchkriterium sein d¨urfte. Generell ist zu er-
warten, dass die ermittelten L¨osungen bez¨uglich der Kosten bisweilen recht weit
vom minimalen zul¨assigen Weg abweichen. Somit eignen sie sich f¨ur Problemstel-
lungen, in denen eher auf Geschwindigkeit als auf die G¨ute der Lösung geachtet
wird.

3.4 Weitere Lösungsmethoden

Bevor wir im nächsten Kapitel die Algorithmen bez¨uglich ihrer Geschwindigkeit
testen, gehen wir noch einmal etwas genauer auf die verwendeten L¨osungsmetho-
den imCMCF-Projekt und imCNOP-Paket ein.

3.4.1 Der Labeling-Ansatz im CMCF-Projekt

Der bei diesem Route-Guidance-Projekt verwendete Algorithmus ist im Wesentli-
chen eine Variante des erweiterten Dijkstra-Algorithmus, der sowohl den ressour-
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cenbeschr¨ankten kürzesten Weg suchen kann als auch einen Weg, der nur unter
den vorgegebenen Schranken bleibt, und einige simple Beschleunigungsmetho-
den enth¨alt. Hierbei werden gewisse Eigenschaften des Hauptprogramms benutzt,
die nicht generell f¨ur alle ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Probleme genutzt
werden können.

So wird bei derCMCF-Implementation unser betrachtetes Problem wiederholt als
Unterroutine aufgerufen. Dabei werden immer die gleichen Ressourcenwerte f¨ur
die Kanten als Ausgangsdaten ¨ubergeben, aber die Kosten werden vor jedem Auf-
ruf neu ermittelt. Aus diesem Grund wird zu Beginn des Programms einmalig der
kürzestes-t-Wegp bezüglich der Ressourcen berechnet. Liegt er ¨uber der zu benut-
zenden Ressourcenschranke, so werden wir keine L¨osung für unser Problem fin-
den. Ansonsten wird vor jedem Aufruf der Kostenwert vonp ermittelt. Die Kosten
des Weges werden dann als obere Kostenschrankecost bound für unsere L¨osung
benutzt, da jeder anderes-t-Weg mehr Ressourcen verbraucht und damit bei Ver-
ursachung h¨oherer Kosten von unserem Ausgangsweg dominiert w¨urde.

Suchen wir nur eine L¨osung für dasDB-Problem, so ¨uberprüfen wir, ob unser
zuerst ermittelte Weg auch unter der KostenschrankeUBC bleibt. In diesem Fall
können wir abbrechen und ihn als L¨osung zur¨uckgeben. Ansonsten starten wir die
übliche Dijkstra-Prozedur durch Markierung unseres Startknotens.

In der Hauptschleife werden ¨ahnlich wie bei unseren zielgerichteten Versionen
kürzeste Kostenwege von allen Knoten zum Zielknoten ben¨otigt. Allerdings wer-
den keine transformierten Kantengewichte benutzt; hier liegt ihr Nutzen darin, vor-
aussagen zu k¨onnen, ob ein Teilweg zu einem f¨ur uns relevantens-t-Weg führen
kann. Haben wir gerade einen Knoten markiert, so komplettieren wir den zu-
gehörenden Teilweg mit dem bez¨uglich der Kosten minimalen Restweg zu einem
s-t-Weg. Ist dessen Ressourcenverbrauch zul¨assig und liegen seine Kosten unter
der oberen Schrankecost bound, so wird dieser Weg zur neuen oberen Schranke
gemacht. Suchen wir nur einen Weg f¨ur dasDB-Problem, so k¨onnen wir abbrechen,
sobaldcost bound� UBC gilt, ansonsten werden wie beim ¨ublichen Dijkstra-
Algorithmus die ausgehenden Kanten des zum gerade markierten Listeneintrag
gehörigen Knotens betrachtet. Es findet also eine schrittweise Reduzierung unserer
Kostenschranke statt. Dies wird solange fortgesetzt, bis der lexikograpisch klein-
ste Listeneintrag einen h¨oheren Kostenwert alscost boundhat. Der Weg, welcher
die obere Kostenschranke erzeugte, ist daraufhin die kostenminimale L¨osung, da
er nicht mehr unterboten werden kann. Kommt man hingegen beimDB-Problem
zu diesem Punkt, so bedeutet dies, dass keins-t-Weg zulässig ist, da die bisherige
obere Schranke bez¨uglich der Kosten noch nicht zul¨assig war.

Die in diesem Ansatz verwendeten Beschleunigungsmethoden sind auf unsere Al-
gorithmen nicht anwendbar. Die schrittweise Senkung der oberen Kostenschranke
durch Ermittlung von besseren Wegen ben¨otigt wie gesehen k¨urzeste Wege von
allen Knoten zu den Zielknoten, w¨aren also nur f¨ur unsere zielgerichteten Ans¨atze
von Belang. Diese benutzen jedoch immer transformierte Kostenpaare, weswe-
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gen ihre Kostenwerte den bei Komplettierung des betrachteten Teilweges durch
den kürzesten Weg zum Zielknoten entstandenen Resultaten entsprechen. Da wir
immer den lexikographisch kleinsten Eintrag in der Hauptschleife benutzen, gibt
es keinen zul¨assigens-t-Weg, der einen kleineren Kostenwert hat als der durch
den kürzesten Weg zum Zielknoten erweiterte momentan betrachtete Teilweg. So-
mit wird die Speicherung einer oberen Schranke hinf¨allig. Für die Versionen zur
Lösung desDB-Problems gilt dies ebenfalls, da auch sie mit transformierten Kan-
tengewichten arbeiten.

3.4.2 Die 2-Phasen-Methode im CNOP-Paket

Der für dasCNOP-Paket entwickelte Algorithmus besteht aus zwei Hauptschritten,
für die es mehrere L¨osungsm¨oglichkeiten gibt.

Zunächst wird das ressourcenbeschr¨ankte Problem als ganzzahliges lineares Pro-
blem formuliert, die Ressourcenbeschr¨ankung wird relaxiert, und schließlich wird
das sich ergebende lineare Programm gel¨ost, um für das Anfangsproblem Schran-
ken zu ermitteln. Die zweite Stufe besteht darin, aus dem durch die Schranken
vorgegebenen Bereich die Optimall¨osung zu finden.

DasCNOP-Paket bietet zum experimentellen Vergleich mehrere Algorithmen f¨ur
beide Phasen an; wir beschr¨anken uns in dieser Arbeit jedoch auf die schnellsten
Methoden.

Der Hüllenansatz

Für den ersten Schritt wird der sogenannteHüllenansatzverwendet, welcher im
Wesentlichen der bereits erw¨ahnten Methode von Handler und Zang ¨ahnelt. For-
mulieren wir unser Problem zun¨achst als ganzzahliges lineares Optimierungspro-
blem. Für jedens-t-Weg führen wir eine 0-1-Variablexp ein. Dann löst

min∑
p

cpxp�

so dass∑
p

xp � 1�

∑
p

rp �UBR�

0� xp � 1, xp ganzzahlig�
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das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problem, denn nur einxp wird nicht den
Wert 0 erhalten, womit auch nur ein Weg betrachtet wird. Wenn wir die Ganzzah-
ligkeitsbedingung fallen lassen, so ergibt sich eineLP-Relaxation, deren Lösung
LBC eine untere Schranke f¨ur unser Ausgangsproblem darstellt. Da es jedoch eine
exponentiell große Anzahl an zul¨assigens-t-Wegen und damit an Variablen gibt,
ist dieses lineare Problem in der Form nicht effizient l¨osbar. Betrachten wir also
das zugeh¨orige duale Problem. Es l¨asst sich formulieren als:

maxu�UBR�v�

so dassu� rpv� cp �p�

v� 0�

Der Hüllenansatz beruht nun auf folgender geometrischer Interpretation. Wir stel-
len uns einen zweidimensionalen Raum mit Koordinatensystem�r�c� vor. Jedes
Paar�u�v� des dualen Problems wird in diesem Raum als die durchc� v � r �u
gegebene Gerade interpretiert und jede Bedingungu� rpv� cp als Punkt�rp�cp�.
Unser duales Problem entspricht dann der Suche nach einer Geraden mit nicht-
negativem Anstieg (dav� 0), die für r �UBReinen maximalenc-Wert hat und
für die alle Nebenbedingungspunkte�rp�cp� entweder auf oder ¨uber ihr liegen.
Wäre dies nicht der Fall, so w¨urde unsere Gerade inrp einen größerenc-Wert als
cp vorweisen und damit die Nebenbedingung des dualen Problems verletzen.

Zunächst wird der ressourceng¨unstigste Weg des Ausgangsproblems ermittelt, des-
sen Kosten eine obere Schranke unserer L¨osung darstellen. Ist er zul¨assig, so be-
rechnen wir den kosteng¨unstigsten Weg. Dieser ist unsere Optimall¨osung, falls sein
Ressourcenverbrauch die obere Schranke nicht ¨uberschreitet. Ansonsten wird sein
Kostenwert zur unteren Schranke unsere L¨osung.

Jeders-t-Weg entspricht einer Nebenbedingung im dualen Problem, ist also in un-
serem Graphen als Punkt darstellbar. Wir erstellen eine Gerade durch die Punkte
der soeben ermittelten Wege und untersuchen, ob sie eine Nebenbedingung ver-
letzt. Liegen einige Nebenbedingungspunkte noch unter ihr, so bewegen wir unse-
re Gerade in normaler Richtung nach unten, bis wir auf den letzten Punkt stoßen
oder unsere Gerade die durchr �UBR beschriebene Gerade im Punkt�UBR�0�
schneidet. Sind alle Nebenbedingungen erf¨ullt, so ist die Optimall¨osung der dua-
len Relaxation durch denc-Wert des Schnittpunkts unserer Geraden mit der durch
UBR� r definierten Gerade gegeben. Dies ist also die untere Schranke f¨ur die
Kosten unseres Ausgangsproblems. Da der zuletzt betrachtete Nebenbedingungs-
punkt einem Weg in unserem eigentlichen Problem entspricht, ist sein Kostenwert
als obere Schranke f¨ur unsere zu ermittelnde L¨osung verwendbar.

Ist die Lösung des dualen Problems noch nicht gefunden, so erstellen wir eine
neue Gerade, die den zuletzt erreichten Nebenbedingungspunkt mit einem unserer
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prmin

pcmin

r
UBR

c

�UBR�cUBR�

Abbildung 3.5: Geometrische Interpretation des dualen Problems

beiden Ausgangspunkte verbindet. Wir w¨ahlen hierbei immer den Punkt, der zu
einer Gerade mit gr¨oßeremc-Wert im Punkt�UBR�c� führt. Die Prozedur wird
daraufhin solange wiederholt, bis keine Nebenbedingung mehr verletzt ist.

Das soeben erl¨auterte Verfahren ist sehr schnell. Sind alle Kosten und Ressourcen
ganzzahlig und durch die WerteC bzw.R beschränkt, so beweist Ziegelmann [21]
gar eine polynomiale Laufzeit vonO�log�n�R�C��nlogn�m��. Er zeigt auch, dass
die Schranken f¨ur bestimmte Problemstellungen sehr weit von der Optimall¨osung
abweichen k¨onnen, behauptet aber, dass sie im Normalfall sehr nahe am letztlich
zu ermittelnden Wert liegen, was wir bei unseren Tests ¨uberprüfen werden.

Problemreduktion

Aufgrund der im letzten Abschnitt dargestellten und f¨ur gewisse Eingabegr¨oßen
sogar polynomialen Laufzeit f¨ur die Ausführung des H¨ullenansatzes ist davon aus-
zugehen, dass die im zweiten Schritt folgende Ermittlung der Optimall¨osung der
aufwändigere Teil dieses Algorithmus ist. Aus diesem Grund kann es von Vorteil
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sein, zunächst Knoten und Kanten, ¨uber die der L¨osungsweg nicht f¨uhren kann, aus
dem Graphen zu l¨oschen, um das Restproblem zu verkleinern. Dies kann zum Teil
schon vor der ersten Phase geschehen. IstR�u�v� der minimale Ressourcenverbrauch
für einen Weg vonu nachv, so wird ein Knotenv, für den

R�s�v��R�v�t� �UBR

gilt, nicht auf dem Lösungsweg liegen; er kann also aus dem Graphen gel¨oscht
werden. Eine analoge Formel existiert f¨ur Kanten.

Nachdem die erste Phase abgeschlossen ist, k¨onnen wir unser Problem auch
bezüglich der Kosten reduzieren. Sei ein zul¨assiger Wegp mit Gewichten�cp� rp�

gegeben und ein beliebigesv � 0. Haben wir eine obere KostenschrankeUBC
(U pper BoundCost�, so gilt folgende Ungleichung:

cp�v � rp�v �UBR�UBC

Sei nun ¯c�u�v� der kürzesteu-v-Weg bez¨uglich der Kosten ¯ce � ce� v � re. Gilt f ür
einen Knotenu nun die Ungleichung

c̄�s�u�� c̄�v�t��v �UBR�UBC� (3.3)

so existiert kein zul¨assigers-t-Weg durchu, dessen Kosten unterUBC liegen. So-
mit kann dieser Knoten aus dem Graphen gel¨oscht werden. Auch hier l¨asst sich
eine analoge Formel f¨ur Kanten ableiten.

Es stellt sich nun die Frage, f¨ur welche Wahl des Wertesv das Problem am be-
sten reduziert wird. Sei�ū� v̄� die Lösung der im H¨ullenansatz auftretenden dualen
Relaxation. Wie wir bei der geometrischen Interpretation der Fragestellung ge-
sehen haben, werden alle Nebenbedingungen des dualen Problems erf¨ullt; es gilt
also ū � cp� v̄ � rp für alle Wegep. Da wir während des Verlaufs des H¨ullen-
ansatzes unsere Gerade immer wieder neu durch Nebenbedingungspunkte ziehen,
liegt am Ende mindestens einer dieser Punkte auf der Geraden, die die L¨osung lie-
fert. Somit gilt für mindestens einen Wegp die soeben genannte Eigenschaft mit
Gleichheit. Deswegen ist ¯u der kürzeste Weg bez¨uglich der transformierten Kosten
c̄e� ce� v̄ � re.

Da die Werte ¯u undv̄ durch Maximierung von ¯u� v̄�UBRentstanden sind, erscheint
die Wahl von ¯v für den Wertv in (3.3) also sehr erfolgsversprechend, weswegen sie
auch imCNOP-Paket verwendet werden.

Die von Ziegelmann durchgef¨uhrten Tests lassen nicht erkennen, ob das Einf¨uhren
solcher Problemreduktionen tats¨achlich zu einem niedrigerem Aufwand f¨uhrt;
deswegen werden wir bei unseren Geschwindigkeitsvergleichen die 2-Phasen-
Methode mit und ohne Reduktionen testen.
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Ermittlung der L ösung

Das CNOP-Projekt hat während seiner Entwicklung verschiedene Ans¨atze zur
letztlichen Ermittlung der L¨osung des Problems verwendet. Wurde anfangs noch
eink Kürzeste-Wege-Algorithmus benutzt, so hat sich inzwischen eine mit skalier-
ten Kosten arbeitende Labeling-Methode als das schnellste Verfahren erwiesen.

Betrachten wir zun¨achst noch einmal die geometrische Interpretation der Situa-
tion nach Vollendung des H¨ullenansatzes. Die L¨osung befindet sich im Dreieck,
welches durch die obere und untere Schranke sowie die durchr �UBRgegebene
Gerade definiert ist.

UB

LB

n0

n1

r
UBR

c

Abbildung 3.6: Ausgangssituation nach dem H¨ullenansatz.

Sei nunn0 der Ressourcenwert der unteren minus dem der oberen Schranke undn1
die Kosten der oberen minus der Kosten der unteren Schranke. Bez¨uglich der bei
der Lösung des H¨ullenansatzes ermittelten optimalen Steigungv ergibt sich also
die Ungleichungv :��n1

n0.

Ziegelmann benutzt nun den gleichen Skalierungsansatz, den wir bei den Kostenre-
duktionen vorgestellt haben. Die dort benutzten ¯ce werden zum Zwecke der besse-
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ren Lesbarkeit noch ein weiteres Mal multipliziert. Es entstehen sogenanntelower
bound completion costsfür alle Kantene.

lb cost�e� � n0 � c̄e� n0 � �ce�
n1
no
� re� � n0 �ce�n1 � re

Ziel dieser Transformation ist es, mit Hilfe einer zu (3.3) analogen Formel
möglichst viele Teilwege ausschließen zu k¨onnen und somit schnell die L¨osung
zu finden.

Vor dem Start des Labeling-Ansatzes werden zun¨achst kürzeste Wege zum Ziel-
knoten bez¨uglich der Kosten, der Ressourcen sowie derlower bound completi-
on costserstellt. Der gr¨oßte Unterscheid zum normalen Dijkstra-Algorithmus be-
steht nun darin, dass die Listeneintr¨age nicht bez¨uglich der Originalkosten geordnet
sind. Es wird für jeden Eintrag ein Wertlb cost to target berechnet, der sich aus
den lower bound completion costszum betrachteten Knoten und dem k¨urzesten
Restweg zum Zielknoten hinsichtlich dieser Kostenart zusammensetzt. Wie wir se-
hen werden, erm¨oglicht eine solche Ordnung ein schnelleres Abbruchkriterium.

Jedes Mal, wenn ein neuer Teilwegs
 v betrachtet wird, ¨uberprüfen wir erst drei
Bedingungen, bevor wir ihn in die Liste vonv eintragen. Wir erweitern seinen Res-
sourcenverbrauch um den Verbrauch des ressourceng¨unstigsten Weges zum Ziel-
knoten und testen, ob der sich ergebende Wert noch unterUBR liegt. Ist dies der
Fall, so fügen wir die Kosten des k¨urzesten Weges zum Zielknoten seinem Kosten-
wert hinzu und stellen fest, ob die obere Kostenschrankeupper boundcostaus der
Relaxation einen gr¨oßeren Wert hat. Ist auch diese Bedingung erf¨ullt, ermitteln wir
denlb cost to target-Wert vonv. Analog zu (3.3) muss nun folgende Eigenschaft
gelten:

�lb cost to targetv�n1 �UBR�
n0

� upper bound cost (3.4)

Sind all unsere Bedingungen erf¨ullt, kann der Weg in die Liste eingetragen werden.

Sobald ein Eintrag int markiert ist, der zul¨assig ist und bez¨uglich der Kosten unter
der oberen Schranke liegt, wird sein Kostenwert zur neuen oberen Schranke. Somit
wird Bedingung (3.4) schwieriger zu erf¨ullen.

Da wir immer den bez¨uglich des lbcost to target-Wertes kleinsten Weg markieren,
können wir abbrechen, sobald ein gerade markierter Eintrag die Bedingung (3.4)
nicht erfüllt.

Der soeben vorgestellte Ansatz ist f¨ur unsere Algorithmen nicht nutzbar, da er von
der Existenz einer oberen Kostenschranke abh¨angt. Umgekehrt scheint es auch
nicht möglich, diesen durch eine zielgerichtete Transformation noch zu verbessern.
Allerdings ist es denkbar, den Labeling-Ansatz bidirektional laufen zu lassen. Da
eine obere Kostenschranke existiert, w¨urde auch f¨ur den Fall, dass keine zul¨assige
Lösung existiert, schnell ein Resultat geliefert werden.
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3.5 Überblick über die vorgestellten Algorithmen

Zusammenfassend stellen wir hier noch einmal alle Algorithmen einschließlich
ihrer Eigenschaften in tabellarischer Form dar. Hierbei steht das K¨urzelzgfür einen
zielgerichteten Ansatz undbidir für bidirektionale Methoden.

löst
Index Algorithmus CSP POCP DB

1 Dijkstra erweitert ja ja ja
2 Dijkstra zg ja ja ja
3 Dijkstra bidir optimal ja nein ja
4 Dijkstra zg bidir optimal ja nein ja
5 CMCF-Labeling ja nein ja
6 CNOP mit/ohne Reduktion ja nein ja
7 Dijkstra bidir nein nein ja
8 Dijkstra zg bidir nein nein ja
9 Dijkstra bidir + Abbruch nein nein ja
10 Dijkstra zg bidir + Abbruch nein nein ja

Tabelle 3.1:Überblick über die Eigenschaften der vorgestellten Algorithmen;CSP
ist das ressourcenbeschr¨ankte Kürzeste-Wege-Problem,POCPdas Pareto-optimale
ressourcenbeschr¨ankte Wege Problem,DB das doppelt beschr¨ankte Problem.

Es ergeben sich hiermit sechs Algorithmen f¨ur dasCSP-Problem. Wir werden keine
eigenen Tests f¨ur dasPOCP-Problem durchf¨uhren, sondern die beiden Ans¨atze, die
diese Fragestellung l¨osen können, nach der Ermittlung eines ressourcenbeschr¨ank-
ten Weges weiterlaufen lassen, bis sie eine bestimmte Anzahl an Pareto-optimalen
Wegen gefunden haben. Dabei ist von Interesse, welcher Mehraufwand entsteht.

Obwohl alle vorgestellten Verfahren dasDB-Problem prinzipiell lösen können,
werden wir uns in diesem Falle auf die letzten vier Algorithmen konzentrieren, da
diese im Gegensatz zu den erstgenannten explizit nur einen Weg unter den Schran-
ken suchen. Algorithmen 7 und 8 in unserer Tabelle entsprechen den bidirektiona-
len und bidirektional zielgerichteten Verfahren, welche zwar nicht ¨uber das zus¨atz-
liche Abbruchkriterium aus Abschnitt 3�3�5 verfügen, jedoch beim erstgefundenen
s-t-Weg abbrechen, ohne wie bei Algorithmen 3 und 4 Kostenminimalit¨at zu for-
dern.



Kapitel 4

Implementation und
Geschwindigkeitsvergleiche

Sowohl dasCMCF-Projekt als auch dasCNOP-Paket haben eine Vielzahl an ge-
nerierten und realen Verkehrsnetzen zur Verf¨ugung, auf denen ihre Methoden ge-
testet werden k¨onnen. Wir möchten nun die im letzten Kapitel vorgestellten Algo-
rithmen ebenfalls auf diese Instanzen anwenden, um R¨uckschlüsse bez¨uglich der
benötigten Laufzeiten schließen zu k¨onnen. Soweit es m¨oglich ist, wollen wir auch
die Ansätze zur Lösung des ressourcenbeschr¨ankten Kürzeste-Wege-Problems von
CMCF undCNOPdirekt miteinander vergleichen.

4.1 Angaben zur Implementation

Wir haben als ProgrammierspracheC++ eingesetzt, kompiliert wurde mit dem
GNU C-Compiler gcc 2.9.5. Die Kompilierung wurde mit der Optimierungsoption
-O3 ausgef¨uhrt. Getestet wurde auf einemUltraSparc-II-Rechner mit 4�0 GB RAM
und 448 Mhz.

4.1.1 Verwendete Datenstrukturen

Um einen aussagekr¨aftigen Vergleich mit dem Labeling-Ansatz desCMCF-
Projektes zu erm¨oglichen, benutzen wir die gleichen Datenstrukturen zur Verwal-
tung der Teilwege. Die unmarkierten Listeneintr¨age werden in einemd-Heap der
Größe 4 gespeichert. Zus¨atzlich wird für jeden Knoten eine lexikographisch geord-
nete Liste bereitgehalten. Wie bereits in Kapitel 2 gesehen, w¨are die Nutzung eines
Fibonacci-Heaps um einiges effizienter.

43
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4.1.2 Korrektur von Rechnerungenauigkeiten

Fließkommazahlen lassen sich bekannterweise nicht genau von Computern dar-
stellen. Je nach Rechnerarchitektur variiert die sich ergebende Ungenauigkeit. Da
diese jedoch erst viele Stellen nach dem Komma erscheint, sind die Auswirkungen
auf einen Labeling-Ansatz zur L¨osung des K¨urzeste-Wege-Problems mit Neben-
bedingung eher gering. Da wir immer nach dem lexikographisch kleinsten unmar-
kierten Listeneintrag suchen, k¨onnte eine auftretende Rechnerungenauigkeit zur
Wahl eines Eintrages f¨uhren, der geringf¨ugig schlechter als das eigentliche Mini-
mum ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies zu einer falschen L¨osung führt, wird
beim im CMCF-Projekt verwendeten Ansatz jedoch als so niedrig eingesch¨atzt,
dass keine Gegenmaßnahmen getroffen worden sind. Die 2-Phasen-Methode des
CNOP-Pakets lässt ebenfalls Ungenauigkeiten zu, da diese den letztlich ermittel-
ten Optimalwert nur unwesentlich ver¨andern k¨onnen.

Ungleich gravierender sind die Konsequenzen f¨ur zielgerichtete Labeling-Ans¨atze,
da hier transformierte Kosten verwendet werden, welche durch Addition und Sub-
straktion eines Wertes auf die Ausgangskosten entstehen. Liegt die ausgehende
Kante�v�w� eines gerade markierten Listeneintrags zum Knotenv genau auf dem
kürzestenv-t-Weg, so gilt für ihre Kosten:

c��v�w� � c�v�w��LBC�w� t��LBC�v� t� � LBC�v� t��LBC�v� t� � 0

Der in die Liste vonw einzufügende Distanzwert entspricht also genau dem gerade
gefundenen lexikographisch kleinsten Listeneintrag. Bei der Ermittlung der trans-
formierten Kosten kann die verwendete Substraktion jedoch dazu f¨uhren, dass die
neuen Kantengewichte einen geringf¨ugig negativen Wert erhalten, woraufhin der
einzufügende Wert kleiner als der gerade ermittelte Eintrag wird.

Existiert in der Liste vonw ein bereits markierter Eintrag, der den gleichen Ko-
stenwert hat wie unser in diesem Schleifendurchlauf markierter Listeneintrag, so
wird beim Einfügen des neuen Wertes versucht werden, diesen aus der Liste der
Pareto-optimalen Teilwege zu entfernen, da er aufgrund der Rechnerungenauigkeit
als dominiert angesehen wird. In einer Heap-Struktur, die markierte Eintr¨age aus
dem Heap entfernt, ist dies gleichbedeutend mit dem versuchten L¨oschen eines
nicht mehr vorhandenen Eintrags, was unweigerlich zu einem Programmabsturz
führt.

Es scheint keine Methode zu geben, die dieses Problem vollst¨andig löst. Dennoch
gibt es Möglichkeiten, die Fehleranf¨alligkeit zu minimieren. Dies wird erreicht,
indem man die zu betrachtenden Werte nach einer vorgegebenen Anzahl an Nach-
kommastellen abschneidet. Zu diesem Zwecke werden die Ausgangswerte mit Hil-
fe der Formel

new value� �old value�5 �10�� f actor�1���10f actor
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zu ganzzahligen Werten skaliert, wobei man dadurch die Rechnerungenauig-
keit bis zur vorgegebenen Nachkommastelle eliminiert. Der Aufrundungsfaktor
5� 10

� f actor�1 sorgt dafür, dass sowohl minimal aufgerundete als auch abgerun-
dete Werte richtig skaliert werden.
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Abbildung 4.1: Auftretende Rechnerungenauigkeiten bei Skalierung der Kanten-
gewichte

Es stellt sich die Frage, zu welchem Zeitpunkt die Werte zu skalieren sind. Macht
man dies bereits f¨ur die Kantengewichte, so ergibt sich eine erstaunliche Geschwin-
digkeitsverbesserung von etwa 20%. Dies liegt daran, dass Operationen mit ganz-
zahligen Werten schneller als bei Fließkommazahlen abgearbeitet werden. Wie wir
in Abbildung (4.1) sehen, ist dieser Ansatz jedoch sehr fehleranf¨allig. Benutzen
wir die gerade formulierte Skalierung beispielsweise mit dem Skalierungsfaktor 2,
dann scheint der oberes-v-Weg mit seinem ermittelten Wert von�0�66�4� Pareto-
optimal zu sein, obwohl er eigentlich vom mittlerens-v-Weg dominiert wird. Ver-
sucht man zu skalieren ohne aufzurunden, dann wird f¨ur den mittlerens-w-Weg ein
Wert von�1�32�4� ermittelt, womit auch er Pareto-optimal erscheint, obwohl der
untere Weg ihn eigentlich dominiert. Insgesamt liefert dieses Verfahren nur dann
korrekte Ergebnisse, wenn alle Kantengewichte eine H¨ochstanzahl an Nachkom-
mastellen nicht ¨uberschreiten. Dies w¨are zum Beispiel bei auftretenden Geldbe-
trägen der Fall. Da wir uns jedoch auf die allgemeine Situation konzentrieren, ist
diese Variante nicht einsetzbar.

Um sowohl die Rechnerungenauigkeit als auch den Fall des L¨oschens eines bereits
markierten Eintrages zu vermeiden, m¨ussen wir letztendlich einen etwas umst¨and-
lichen Weg wählen. Alle Kostenwerte werden weiterhin als Fließkommazahlen ge-
speichert, bei jeder Vergleichsoperation werden sie jedoch skaliert, um eine richtige
lexikographische Ordnung einzuhalten. Außerdem wird eine zus¨atzliche Abfrage
eingebaut, die verhindern soll, dass ein Listeneintrag kleiner als der soeben mar-
kierte wird. In diesem Fall wird als Kantengewicht einfach der Wert 0 addiert.

Dieser Ansatz bewirkt eine leichte Verschlechterung der Laufzeit. Wie wir in Ta-
belle (4.1) sehen, vergr¨oßert sich die Laufzeit um so deutlicher, je genauer man
rechnen will. Im Vergleich zum L¨osungsansatz ohne Skalierung steigt der Auf-
wand jedoch nur um wenige Prozente. Aus diesem Grunde benutzen wir diesen
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Skalierungsfaktor Laufzeit in s
- 101.26
2 104.94
4 106.21
6 108.53

Tabelle 4.1: Typische Auswirkung der Skalierung auf die Laufzeit

Ansatz bei unseren Tests.

Es sei jedoch nicht das gr¨oßte Problem bei Skalierungen verschwiegen. Sind die
betrachteten Kosten und Ressourcen schon relativ groß, so kann eine Skalierung
dazu führen, dass der maximal zul¨assige Wert f¨ur long int-Typen in C++ über-
schritten wird. Somit stellt sich also das Problem, dass ein hoher Skalierungsfaktor
zwar genaue Ergebnisse verspricht, aber sowohl die Rechengeschwindigkeit ver-
langsamt als auch im schlimmsten Fall den Algorithmus durchÜberschreitung des
Maximalwertes fehlerhaft werden lassen kann.

Haben wir eine obere Schranke f¨ur die Kosten unserer L¨osung zur Verf¨ugung, so
können wir den erlaubten Skalierungsfaktor daraus ableiten. Es stellt sich hierbei
jedoch die Frage, ob der Aufwand zur Ermittlung dieser Schranke akzeptabel ist
oder ob der Nutzer das Restrisiko in Kauf nimmt. Wird zudem eine obere Schran-
ke benutzt, die weit vom eigentlich Kostenwert abweicht, so kann es sein, dass
weniger genau skaliert wird, als es durchaus m¨oglich wäre. Zumindest f¨ur den
Fall des doppelt beschr¨ankten Problems, welches sowohl eine Kosten- als auch ei-
ne Ressourcenschranke vorgegeben hat, ist eine solche Vorgehensweise trotz aller
Einwände jedoch denkbar.

4.1.3 Einlesen des Verkehrsnetzwerkes

Die zu berechnenden Instanzen werden in separaten Dateien gespeichert, wobei
jedes Programm mit einer Einleseroutine ausgestattet worden ist, um diese zu er-
fassen. Die betrachteten Projekte beziehen sich allerdings auf verschiedene Einle-
seformate. W¨ahrend dasCNOP-PaketDat-Dateien einlesen kann, ben¨otigt CMCF
das sogenannteRaw-Format.

Dat-Dateien beinhalten zu jeder Kante Kosten- und Ressourcenwerte sowie op-
tional graphische Koordinaten zur Darstellung der Knoten. InCNOPwerden die-
se Daten in einemLEDA-Graphen gespeichert. Dieser Graphentyp bietet mehrere
Vorteile; zum Beispiel erm¨oglicht LEDA die Berechnung k¨urzester Wege (ohne
Nebenbedingung) durch im Paket mitgelieferte Algorithmen.

Die in denRaw-Dateien gespeicherten Informationen beziehen sich sehr genau auf
dasCMCF-Ausgangsproblem. Insbesondere werden den Kanten keine Kosten mit-
geliefert, sondern drei Parameter, welche das ausf¨uhrende Programm dann mittels
einerLink-Performance-Funktion in Kantenkosten umwandelt.
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Aus diesem Grunde ist es relativ schwierig, diese beiden Ans¨atze auf den glei-
chen Daten zu vergleichen. Es scheint nicht m¨oglich, Dat-Dateien in Raw-
Graphen zu verwandeln, da nicht bekannt ist, wie ein Kostenwert in dieLink-
Performance-Parameter umgewandelt werden kann. Umgekehrt k¨onnen jedoch In-
stanzen w¨ahrend desCMCF-Programmablaufs alsDat-Datei gespeichert werden,
womit zumindest ein teilweiser Vergleich erm¨oglicht wird.

Unsere neu erstellten Algorithmen lassen sich hingegen problemlos mit beiden
Graphentypen benutzen, da wir die zu verwendende Graphenstruktur perTraits-
Klasse vom eigentlichen Algorithmus getrennt haben.

4.1.4 Besonderheiten beim Aufruf desCMCF-Programms

Das demCMCF-Projekt zugrunde liegende Problem und die genaue Funktions-
weise des zur L¨osung der Fragestellung verwendeten Algorithmus ist in diversen
Veröffentlichungen (siehe z.B. [9], [10]) detailliert dargestellt. In dieser Arbeit soll
deswegen nicht das Projekt an sich pr¨asentiert werden; von Interesse ist vielmehr
die erreichte Senkung des Aufwands f¨ur den Fall, dass ein alternativer Algorith-
mus bei der Ermittlung der doppelt beschr¨ankten beziehungsweise ressourcenbe-
schränkten kürzesten Wege verwendet wird.

Aus diesem Grunde gehen wir an dieser Stelle nur kurz auf die wichtigsten Aspekte
ein, die für die Nutzung unserer Algorithmen imCMCF-Projekt relevant sind. Das
Hauptproblem betrachtet ¨ublicherweise einige vorgegebeneCommodities. Dies
sind mit einer vorgegebenen St¨arke versehene Verkehrsfl¨usse, die jeweils von ei-
nem Start- zu einem Zielknoten geleitet werden sollen. Es wird zun¨achst in einer
Initialisierungsphase f¨ur jede Commodity ein zugeh¨origes ressourcenbeschr¨anktes
Kürzeste-Wege-Problem gel¨ost. Anschließend werden in jeder Hauptiteration des
Problems die Kantenkostence mehrmals neu berechnet. F¨ur jede Commodity ist
daraufhin jedes Mal ein neuer ressourcenbeschr¨ankter Weg zu berechnen. Hier-
bei ändern sich die Anforderungen an die zu ermittelnden L¨osungen je nachdem,
welche Einstellungen der Nutzer vorgenommen hat. Soll auf jeder Kante eine Ka-
pazitätsbegrenzung f¨ur den Fluss gelten, so reicht uns bei jedem Aufruf ein doppelt
beschränkter Weg. Ansonsten m¨ussen wir einen zul¨assigen kostenminimalen Weg
suchen.

Ziel des Programms ist es, die Netzbelastung zu minimieren. Der verwendete Al-
gorithmus konvergiert gegen den Minimalwert, verbessert den ermittelten Wert je-
doch nach einiger Zeit nur noch sehr wenig. Deswegen besteht die M¨oglichkeit,
den Algorithmus terminieren zu lassen, sobald die momentane L¨osung um weni-
ger als einem vorgegebenen Prozentsatz von der Optimall¨osung abweicht.

Des Weiteren kann der Nutzer den Algorithmus nach einer vorgegebenen Maximal-
anzahl an Hauptiterationen abbrechen zu lassen. Dies ist insbesondere f¨ur den Fall
mit nur einer Commodity interessant, denn dann wird unser Algorithmus immer
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nur einmal pro Iteration als Unterproblem aufgerufen. Somit ist es m¨oglich, eine
kleine Anzahl an Problemen auf immer demselben Graphen und denselben Start-
und Zielknoten auszuf¨uhren. Die Ausgangsdaten f¨ur jede Iteration k¨onnen dann als
LEDA-Graph gespeichert werden, womit ein Vergleich mit der 2-Phasen-Methode
ermöglicht wird.

Außerhalb des eigentlichen Algorithmus zur Ermittlung der ressourcenbeschr¨ank-
ten Wege werden als Preprocessing die k¨urzesten Wege ohne Nebenbedingung er-
rechnet. Obwohl diese nicht bei der L¨osung des Unterproblems durch unsere neu
erstellten Algorithmen benutzt werden, haben wir sie zun¨achst nicht entfernt. Dies
wäre zwar durchaus m¨oglich, würde aber ein Umschreiben des Codes erfordern.
Besser w¨are es wahrscheinlich, das Preprocessing der neuen Algorithmen zu de-
aktivieren und die unteren Schranken daf¨ur direkt imCMCF-Hauptprogramm zu
ermitteln.

Aus dem eben genannten Grund sind unsere Testergebnisse leicht verf¨alscht. Die
Laufzeiten der neuen Algorithmen beinhalten n¨amlich noch den Aufwand f¨ur das
Preprocessing des alten Labeling-Ansatzes, sind also sogar noch etwas schneller
als eigentlich angegeben.

4.2 Vergleiche

4.2.1 Tests aufLEDA-Graphen

Bis auf denCMCF-Ansatz sind alle unsere vorgestellten Algorithmen aufLEDA-
Graphen benutzbar. Wir werden zun¨achst alle Varianten auf Zufallsgraphen testen
und dann die erfolgsversprechendsten zur L¨osung von Problemen verwenden, die
im CNOP-Paket zu Testzwecken auf realistischeren Graphen mitgeliefert worden
sind.

Zur Erstellung vonLEDA-Zufallsgraphen steht uns ein Generator zur Verf¨ugung.
Nachdem die Anzahl der gew¨unschten Knoten angegeben sind, positioniert er diese
nach dem Zufallsprinzip in einem 2-dimensionalen Raum. Anhand einer ebenfalls
vom Nutzer einstellbaren Dichte berechnet er einen Radiusr und fügt für jeden
Knoten v Kanten zu allen Knoten, die h¨ochstens umr von v entfernt sind, hin-
zu. Schließlich wird der Weg vom geographisch s¨udwestlichsten zum nord¨ostlich-
sten Weg gesucht. Anhand dieser Problemstellung wird sichergestellt, dass eine
möglichst große Zahl an Kanten betrachtet wird.

Wir betrachten zu zwei unterschiedlichen Knotenanzahlen jeweils einen Graphen
mit kleiner und einen mit großer Dichte, um sowohl die Auswirkungen der Knoten-
als auch der Kantenanzahl auf das Problem zu betrachten. F¨ur jeden Graphen star-
ten wir unsere Algorithmen mit verschiedenen oberen Ressourcenschranken; wir
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Graph Knoten Kanten Faktor Ressourcenschranke Lösung

gen graph2a 10000 69454 150% 2788�5 �785�971�2142�
120% 2230�8 �785�971�2142�
110% 2044�9 �787�242�2042�
105% 1951�95 �793�404�1951�
99% 1840.41 -

gen graph2b 10000 211594 150% 1135�5 �713�227�1090�
120% 908�4 �715�566�908�
110% 832.7 (723.475,832)
105% 794.85 (733.03,794)
99% 749.43 -

gen graph3a 15000 113164 150% 3070.5 (784.975,2443)
120% 2456.4 (784.975,2443)
110% 2251.7 (793.466,2251)
105% 2149.35 (805.343,2149)
99% 2026.53 -

gen graph3b 15000 326648 150% 1359 (704.862,1315)
120% 1087.2 (707.69,1087)
110% 996.6 (713.535,996)
105% 951.3 (721.621,951)
99% 896.94 -

Tabelle 4.2: Eigenschaften derLEDA-Zufallsgraphen. Der Faktor stellt die Abwei-
chung in Prozent der Ressourcenschranke vom Verbrauch des ressourceng¨unstig-
sten Weges dar.

setzen dabei die Schranken auf 150%, 120%, 110%, 105% bzw. 99% des ressour-
cengünstigstens-t-Weges ohne Nebenbedingung. F¨ur höhere Schranken sind un-
sere generierten Graphen nicht geeignet, da unser kostenminimaler Weg dann in
den meisten F¨allen einen zul¨assigen Ressourcenverbrauch hat und wir immer die
gleiche Lösung bekommen. Indem wir auch den Fall betrachten, dass die Ressour-
censchranke knapp kleiner als der Ressourcenverbrauch des ressourceng¨unstigsten
Weges ist (n¨amlich 99% seines ermittelten Wertes), sind wir auch in der Lage, den
bei einer solchen Situation praktizierten Aufwand zu erkennen. Dieses Ergebnis ist
für viele Praxisstellungen relevant, unter anderem auch f¨ur unserCMCF-Projekt.

Wir l ösen zun¨achst dasCSP-Problem und ermitteln zus¨atzlich 10 Pareto-
optimale Wege, falls unser Algorithmus dies erm¨oglicht. Der erweiterte Dijkstra-
Algorithmus ohne Beschleunigung erweist sich hierbei erwartungsgem¨aß als in-
effizient gegen¨uber den anderen Algorithmen. Es f¨allt allerdings auf, dass weite-
re Pfade f¨ur dasPOCP-Problem praktisch ohne zus¨atzlichen Aufwand bereitge-
stellt werden k¨onnen. Dies liegt daran, dass der ermittelte lexikographisch klein-
ste Listeneintrag f¨ur diesen Algorithmus immer den Wegkosten eines real existie-
rendens-v-Weges entspricht. Ist also der erstes-t-Weg ermittelt, so werden die
nächsten Pareto-optimalen Wege schon bald gefunden werden, da sie normaler-
weise kaum gr¨oßere Kosten als der zuletzt gefundene Weg haben und damit zu
einer der n¨achsten ermittelten Listeneintr¨age zählen dürften.
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gen graph2a gengraph2b gen graph3a gen graph3b

Ansatz Faktor CSP POCP CSP POCP CSP POCP CSP POCP
Dijkstra 150% 137.9 138.0 517.9 517.9 553.6 553.7 1770.9 1771.1

120% 147.9 147.9 542.5 542.7 589.2 589.3 1842.3 1842.6
110% 141.8 141.8 489.9 490 566.5 566.7 1682.7 1682.9
105% 138.1 138.1 453.5 453.6 546.4 546.5 1560 1560.2
99% 134.8 134.8 414.8 414.8 526.2 526.2 1428.4 1428.4

zielge- 150% 0.3 0.35 0.7 0.76 0.53 0.59 1.16 1.26
richtet 120% 0.31 0.36 1.89 3.33 0.54 0.61 6.33 8.4

110% 0.49 0.57 5.4 6.69 3.76 5 16.7 19.24
105% 1.05 1.36 3.25 4.53 4.39 4.96 8.98 12.14
99% 0.29 0.29 0.7 0.7 0.54 0.54 1.17 1.17

Tabelle 4.3: Laufzeiten in s auf den LEDA-Zufallsgraphen, Teil 1. POCP wurde
mit k=10 getestet. Der Faktor entspricht der prozentualen Abweichung der Res-
sourcenschranke vom Verbrauch des ressourceng¨unstigsten Weges.

Des Weiteren f¨allt auf, dass der Algorithmus fast genauso viel Zeit zur Ermittlung
einer Lösung ben¨otigt wie zur Erkenntnis, dass das Problem unzul¨assig ist. Dies
ist nachvollziehbar, da wir in dieser Version reelle Wegl¨angen betrachten und die
Ressourcenschranke damit erst sehr sp¨at eingreift: bei einer derart knapp gew¨ahlten
Schranke wohl kurz vor dem Erreichen des Zielknotens.

Der erweiterte zielgerichtete Dijkstra-Algorithmus erweist sich f¨ur diese Testreihe
als der schnellste L¨osungsansatz. Es zeigt sich, dass die Transformation der Kan-
tengewichte insbesondere f¨ur die Fälle, in denen kein zul¨assiger Weg existiert oder
die Ressourcenschranke recht hoch angesetzt ist, zu sehr kurzen Laufzeiten f¨uhrt.
Gibt es hingegen viele Teilwege, die erst im weiteren Verlauf unzul¨assig werden, so
nimmt die Laufzeit recht deutlich zu, bleibt jedoch unter den vergleichbaren Lauf-
zeiten für die anderen auf dem Dijkstra-Algorithmus basierenden L¨osungsans¨atze.
Bei der Ermittlung von Pareto-optimalen Wegen ist im Gegensatz zum erweiter-
ten Dijkstra-Algorithmus ohne Beschleunigung eine nennenswerte Erh¨ohung der
Laufzeit erkennbar. Dies ist jedoch nachvollziehbar, da in diesem Fall die Listen-
einträge eben nicht reellen Wegl¨angen entsprechen und die auf einen gefundenen
s-t-Weg folgenden Eintr¨age durchaus Teilwegen entsprechen k¨onnen, die noch sehr
weit von einem vollst¨andigen Weg entfernt sind.

Der bidirektionale Ansatz erzielt zwar eine Beschleunigung gegen¨uber dem er-
weiterten Dijkstra-Algorithmus, ist aber dennoch weit langsamer als die besten
getesteten Algorithmen. Wie erwartet findet er mit weniger Aufwand einen Weg
als der erweiterte Dijkstra-Ansatz, falls es ihn gibt, braucht aber l¨anger, um fest-
zustellen, dass kein zul¨assiger Weg existiert. In Kapitel 2 war f¨ur den Fall des
Kürzeste-Wege-Problems gezeigt worden, dass die Anzahl der betrachteten Kno-
ten im bidirektionalen Ansatz in etwa der H¨alfte der zu bearbeitenden Knoten f¨ur
den unidirektionalen Fall entsprechen. Was die Laufzeit angeht, so ergeben sich
bei unseren Tests gr¨oßere Unterschiede. Zum einen liegt das daran, dass im Fall
der getesteten Zufallsgraphen der bidirektionale Ansatz nur noch ein Drittel der
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Ansatz Faktor gen graph2a gen graph2b gen graph3a gen graph3b

bidirektional für CSP 150% 25.4 159.99 101.25 427.04
120% 26.35 167.45 104.64 444.15
110% 26.85 180.58 112.54 472.6
105% 27.23 192.86 123.1 498.19
99% 768.69 2960.47 2516.48 � 7200

zielgerichtet & 150% 0.53 1.27 0.97 2.06
bidirektional für CSP 120% 0.52 5.21 0.98 17.32

110% 0.85 9.21 8.13 25.94
105% 1.71 6.8 9.31 15.13
99% 0.56 1.34 1.15 2.2

Tabelle 4.4: Laufzeiten in s auf den LEDA-Zufallsgraphen, Teil 2. Der Faktor ent-
spricht der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des
ressourceng¨unstigsten Weges.

Anzahl an Knoten durchl¨auft, die im unidirektionalen Algorithmus abgearbeitet
werden. Dies k¨onnte auf mehrere Gr¨unde zur¨uckzuführen sein, zum Beispiel auf
die spezielle Graphstruktur, die Beschleunigung durch ein gutes Abbruchkriterium
oder das Auftreten der Ressourcenschranke. Außerdem sind aufgrund der gesun-
kenen Anzahl an zu betrachtenden Knoten sowohl die Operationen auf dem Heap
für unmarkierte Listeneintr¨age als auch das Einf¨ugen eines neuen Eintrags in die
Liste eines Knotens weniger aufw¨andig, was den weiteren Beschleunigungseffekt
erklärt.

Der bidirektional zielgerichtete Algorithmus ist zwar auch langsamer als der unidi-
rektional zielgerichtete Ansatz, scheint aber der einzige unserer Labeling-Ans¨atze
zu sein, der durchaus f¨ur gewisse Problemstellungen schneller eine L¨osung finden
könnte. Für die Fälle mit hoher oder 99%iger Ressourcenschranke ben¨otigt er fast
das Doppelte der Laufzeit des zielgerichteten Ansatzes. Dies bedeutet, dass f¨ur die-
se Ausgangssituationen die Algorithmen schon nach sehr wenigen Hauptschleifen-
durchläufen terminieren und der Aufwand insbesondere durch die Ermittlung der
unteren Schranken entsteht, wobei dieser f¨ur bidirektionale Verfahren doppelt so
hoch ist. Ist die obere Schranke jedoch so angelegt, dass die Algorithmen nicht so-
fort die Lösung finden, so werden zwar durch die Verbindung von Bidirektionalit¨at
und zielgerichtetem Suchen weiterhin langsamere Endlaufzeiten erzielt. Die in Ta-
belle (4.6) dargestellten Aufw¨ande, die dieser Ansatz zur L¨osung desDB-Problems
benötigt, sind jedoch insbesondere bei den schwierigen Instanzen kleiner, womit
klar ist, dass bei gewissen Graphen oder gar mit einem besseren Abbruchkriterium
dieser Ansatz dem unidirektionalen Algorithmus ¨uberlegen sein d¨urfte.

Die 2-Phasen-Methode desCNOP-Projekts ist auf den Zufallsgraphen in den mei-
sten Fällen dem zielgerichteten und teilweise sogar dem bidirektional zielgerichte-
ten Ansatz unterlegen. Obwohl der H¨ullenansatz der ersten Phase sehr gute Schran-
ken für den minimalen Kostenwert liefert, f¨allt auf, dass der Algorithmus eine ge-
wisse Grundlaufzeit zu ben¨otigen scheint, die dann aber f¨ur jedes Problem un-
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Faktor gengraph2a gen graph2b gen graph3a gengraph3b

obere und 150% - - - -
untere 120% - 716.86/715.48 784.98/784.97 707.73/707.64

Kostenschranken 110% 787.24/781.17 723.7/723.28 807.28/793.36 713.55/713.38
der 2-Phasen- 105% 794.66/793.07 733.03/732.78 807.28/805.06 728.38/721.41

Methode 99% - 774.26/774.26 - -

Laufzeiten in s 150% 1.17 2.82 1.9 4.52
für 2-Phasen- 120% 1.17 7.37 5.3 12.65
Methode mit 110% 3 6.98 4.93 10.68
Reduktionen 105% 2.48 4.86 3.42 8.09

99% 0.91 2.24 1.43 3.58

Laufzeiten in s 150% 0.46 0.93 0.65 1.35
für 2-Phasen- 120% 0.46 5.81 4.2 9.86
Methode ohne 110% 2.77 6.73 3.77 9.77
Reduktionen 105% 2.61 5.72 3.78 9.01

99% 1.34 5.21 2.3 4.1

Tabelle 4.5: Ergebnisse der 2-Phasen-Methode auf den LEDA-Zufallsgraphen. Der
Faktor entspricht der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Ver-
brauch des ressourceng¨unstigsten Weges. Sind keine Kostenschranken angegeben,
so wurde die L¨osung schon w¨ahrend der ersten Phase gefunden.

abhängig von der Ressourcenschranke in etwa gleich bleibt. Die kleineren Lauf-
zeiten für besonders hohe oder niedrige obere Schranken folgen aus geschickten
Abbruchkriterien, die daf¨ur sorgen, dass der Algorithmus nicht in seiner Gesamt-
heit durchlaufen werden muss und schon w¨ahrend des H¨ullenansatzes terminiert.
Sie stellen also keinen Widerspruch zu unserer Aussage dar. Insgesamt scheint der
Gesamtaufwand eher von der Gr¨oße des Eingabegraphen als von der gew¨ahlten
Schranke abh¨angen. Deswegen ist zu erwarten, dass diese Methode bei komple-
xeren Problemen schneller eine L¨osung finden wird, wie es f¨ur den generierten
Graphengen graph3b teilweise schon der Fall ist.

Die Frage, ob der Einsatz von Reduktionen f¨ur diesen Algorithmus vorteilhaft ist,
lässt sich nach dieser Testreihe nicht genau beantworten. Zwar sorgen diese Reduk-
tionen offensichtlich f¨ur einen Mehraufwand, jedoch scheint sich dieser zumindest
bei den schwierigeren Problemen auszuzahlen. So werden bei einer 105%-igen
Schranke die L¨osungen durchweg schneller ermittelt.

Wir untersuchen nun die Algorithmen f¨ur dasDB-Problem auf den Zufallsgraphen.
Wir betrachten die bidirektionalen sowie bidirektional zielgerichteten Ans¨atze, die
bei der ersten ermittelten L¨osung abbrechen, und die zielgerichteten bzw. bidirek-
tional zielgerichteten Ans¨atze, welche um das zus¨atzliche Abbruchkriterium erwei-
tert wurden. Wie erwartet liefern die ersten beiden Ans¨atze qualitativ gute Ans¨atze
mit relativ hoher Laufzeit, w¨ahrend das zus¨atzliche Abbruchkriterium f¨ur Lösun-
gen mit hohem Kostenwert sorgen, diese jedoch sehr schnell berechnen.

Wie schon bei den Algorithmen f¨ur dasCSP-Problem erweist sich der reine bidi-
rektionale Ansatz als schw¨achste aller Beschleunigungsmethoden, obwohl durch
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Ansatz Faktor gen graph2a gen graph2b gen graph3a gengraph3b

bidirektional 150% 23.75 158.87 98.34 423.42
(786,2142) (713.5,1077) (786.1,2456) (706.3,1239)

120% 24.57 166.2 101 438.92
(786,2142) (718.7,906) (786.1,2456) (707.7,1087)

110% 24.52 178.21 108.15 451.44
(787.8,2044) (727.7,832) (794.2,2251) (713.8,996)

105% 25.11 191.71 117.9 489.81
(793.7,1951) (735.1,794) (806.1,2149) (723.7,951)

99% 25.39 170.23 105.7 467.55
- - - -

bidirektional & 150% 0.52 1.22 0.96 2.06
zielgerichtet (786,2142) (713.2,1090) (784.9,2443) (704.8,1315)

120% 0.52 2.9 0.94 10.91
(786,2142) (715.6,908) (784.9,2443) (714.1,1087)

110% 0.71 4.21 4.17 12.49
(787.6,2044) (724.2,832) (793.9,2251) (714.7,696)

105% 1.06 3.29 4.18 7.7
(793.4,1951) (733.6,794) (812.9,2149) (722.4,951)

99% 0.51 1.24 1.03 2.13
- - - -

Tabelle 4.6: Laufzeiten in s und ermittelte L¨osungen f¨ur das DB-Problem auf den
LEDA-Zufallsgraphen, Teil 1. Der Faktor entspricht der prozentualen Abweichung
der Ressourcenschranke vom Verbrauch des ressourceng¨unstigsten Weges.

die Einführung einer oberen Kostenschranke die Laufzeit f¨ur den Fall, dass es kei-
ne zulässige L¨osung gibt, erheblich sinkt. Die ermittelten L¨osungen sind zwar nahe
an denen der kostenminimalen ressourcenbeschr¨ankten Wege, die Verbindung des
bidirektionalen mit dem zielgerichteten Ansatz sorgt jedoch f¨ur ähnliche Lösun-
gen mit viel besseren Laufzeiten. Diese sind zwar um einiges langsamer als die
mit dem zus¨atzlichen Kriterium erzielten Zeiten, jedoch l¨asst sich aufgrund der
besseren L¨osungen zun¨achst noch nicht sagen, welche Methoden zu bevorzugen
sind.

Bei den Algorithmen mit zus¨atzlichem Abbruchkriterium f¨allt auf, dass sich bei
relativ simplen Graphen die Laufzeit genau genommen auf das Preprocessing zur
Ermittlung der unteren Schranken beschr¨ankt. Aus diesem Grunde ben¨otigt die
Verbindung des zielgerichteten mit dem bidirektionalen Ansatz eine doppelt so
hohe Zeit wie der unidirektionale Algorithmus, da sie auch die unteren Schranken
zum Startknoten berechnen muss. Da wir zu diesem Zeitpunkt noch nicht wissen,
wie sich die beiden Algorithmen bei schwierigeren Problemen verhalten, ist es
auch hier noch nicht m¨oglich zu sagen, welcher Ansatz der bessere ist.

Abschließend kommen wir nun zu denen imCNOP-Paket bereitgestellten Gra-
phen. Es handelt sich hierbei um einen Straßengraphen unbekannter Herrkunft so-
wie um einen schottischen Straßengraphen, welche jeweils als kleine und große
Instanz existieren. Die obere Ressourcenschranke ist fest vorgegeben, wobei nicht



54

Ansatz Faktor gen graph2a gen graph2b gen graph3a gengraph3b

bidirektional & 150% 0.56 1.3 1.02 2.18
zielgerichtet mit (859.9,1859) (777.7,765) (848.2,2057) (747.5,916)

zusätzlichem 120% 0.56 1.29 1.01 2.2
Abbruchkriterium (859.9,1859) (777.7,765) (848.2,2057) (747.5,916)

110% 0.55 1.28 1.02 2.19
(859.9,1859) (777.7,765) (848.2,2057) (747.5,916)

105% 0.59 1.35 1.28 2.18
(825.13,1924) (746.58, 794) (823.69, 2149) (739.43,948)

99% 0.57 1.29 1.04 2.18
- - - -

zielgerichtet mit 150% 0.29 0.72 0.54 1.18
zusätzlichem (859.9,1859) (777.7,765) (848.3,2057) (747.5,916)

Abbruchkriterium 120% 0.28 0.72 0.53 1.18
(859.9,1859) (777.7,765) (848.3,2057) (747.5,916)

110% 0.29 0.72 0.54 1.19
(859.9,1859) (777.7,765) (848.3,2057) (747.5,916)

105% 0.34 0.76 0.59 1.19
(813.3,1951) (746.6,794) (823.7,2149) (739.4,948)

99% 0.3 0.72 0.59 1.19
- - - -

Tabelle 4.7: Laufzeiten in s und ermittelte L¨osungen f¨ur das DB-Problem auf den
LEDA-Zufallsgraphen, Teil 2. Der Faktor entspricht der prozentualen Abweichung
der Ressourcenschranke vom Verbrauch des ressourceng¨unstigsten Weges.

bekannt ist, nach welchem Kriterium sie ausgew¨ahlt worden ist. Insgesamt scheint
es sich bei den zu suchenden Wegen auf denroad graph-Graphen um relativ einfa-
che Problemstellungen zu handeln. Dies gilt insbesondere f¨ur die kleinere Version,
bei der der ressourceng¨unstigste Weg die L¨osung ist.

Graph Knoten Kanten UBR LBR Lösung

roadgraphsmall 24086 50826 816�987 0 �875�846�0�
roadgraphbig 77059 171536 1324.96 0 (1281.03,1280)
scotlandsmall 16384 65024 2810.5 2093 (2966,2809)
scotlandbig 63360 252432 5897.1 5361 (5848,5897)

Tabelle 4.8: Eigenschaften derLEDA-Beispielgraphen des CNOP-Projekts.UBR
ist die vorgegebene Ressourcenschranke,LBR der Verbrauch des ressour-
cengünstigsten Weges.

Wir testen diesmal nur die erfolgsversprechendsten Algorithmen f¨ur dasCSP-
Problem. Hierbei scheinen sich nun einige Eigenschaften zu best¨atigen. Unsere
Labeling-Ansätze sind bei der Ermittlung der einfachenroad graph-Lösungen
schneller als die 2-Phasen-Methode, sind jedoch auf denscotland-Graphen weit
unterlegen. Hingegen ergeben f¨ur diese Problemstellungen weder der Einsatz der
Bidirektionalität für den zielgerichteten Ansatz noch das Ausf¨uhren der Reduktio-
nen bei der 2-Phasen-Methode eine Verbesserung der Laufzeit.
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Ansatz roadgraphsmall road graphbig scotlandsmall scotlandbig

zielgerichtet 0.45 3.53 33.01 � 3600
zg + bidir 0.88 6.06 102.55 � 3600

CSP mit Red. 1.11 13.75 2.69 17.09
CSP ohne Red. 2.25 9.81 2.69 13.09

Tabelle 4.9: Laufzeiten in s auf den CNOP-Beispielgraphen

4.2.2 Tests aufRaw-Graphen

Da wir die 2-Phasen-Methode desCNOP-Paketes nicht direkt in dasCMCF-
Projekt eingebaut haben, starten wir zun¨achst einige Testprobleme aufCMCFohne
Kapazitätsbeschr¨ankung mit nur einer Commodity und der Einschr¨ankung, dass sie
nach zehn Iterationen abbrechen; wir erstellen f¨ur jede dieser Iterationen einen zu-
gehörigenLEDA-Graphen. Somit k¨onnen wir den zu erwartenden Aufwand f¨ur die
2-Phasen-Methode absch¨atzen, und es l¨asst sich erkennen, wie gut alle vorgestell-
ten Algorithmen auf demselben Problem abschneiden.

Graph Knoten Kanten Faktor Flussstärke

berlin3 6690 10937 110% 2300
berlin5 8891 14468 110% 1850
berlin7 12100 19570 110% 2300

Tabelle 4.10: Ausgangsdaten f¨ur unsere erste Testreihe auf demCMCF-Problem.
Der Faktor entspricht der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom
Verbrauch des ressourceng¨unstigsten Weges. Es wird eine vorgegebene Flussst¨arke
auf einen Weg geschickt.

Wir untersuchen Problemstellungen auf drei verschiedenen Teilgraphen des Ber-
liner Verkehrsnetzes. Diese unterscheiden sich zwar bez¨uglich der Knoten- und
Kantengröße nicht allzu sehr, jedoch ist die Gr¨oße des Ausgangsgraphen in die-
sem Falle nicht mehr so relevant wie bei denLEDA-Graphen, da hier auch andere
Parameter wie der Gesamtverkehrsfluss die Schwierigkeit der zu l¨osendenCSP-
Probleme beeinflusst. Insgesamt sind die entstehendenCSP-Unterprobleme des er-
sten Graphes sehr schnell zu l¨osen, die des zweiten schon etwas schwerer, und die
des dritten lassen sich nur mit gr¨oßerem Aufwand ermitteln.

Algorithmus berlin3 berlin5 berlin7

Dijkstra 16 118 1775
zielgerichtet 2 14 126
bidirektional 7 163 429

bidir-zg 2 22 65
CMCF-Labeling 10 83 534

2-Phasen mit Red. 7 16 20
2-Phasen ohne Red. 7 17 21

Tabelle 4.11: Laufzeiten in s f¨ur 10 Iterationen auf den Testgraphen
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Wir geben aus Gr¨unden der̈Ubersichtlichkeit nicht die einzelnen Laufzeiten an, die
bei der jeweiligen Ermittlung der ressourcenbeschr¨ankten Wege entstanden sind,
sondern beschr¨anken uns auf die Gesamtlaufzeit, welche haupts¨achlich bei den 11
Aufrufen (Initialisierung plus zehn Hauptiterationen) desCSP-Problems entsteht.
Bei der 2-Phasen-Methode werden hierbei Sch¨atzungen geliefert, da wir nur den
Aufwand zur Lösung der Unterprobleme berechnen k¨onnen.

Auf dem leichtesten Problem entsprechen die Ergebnisse in etwa denen, die bei
der Untersuchung aufLEDA-Graphen beobachtet wurden. Der erweiterte Dijkstra-
Algorithmus ohne Beschleunigung ist weiterhin der langsamste Ansatz. Das bi-
direktionale Verfahren ist mehr als doppelt so schnell, bleibt allerdings den ziel-
gerichteten Ans¨atzen deutlich unterlegen. Hierbei erreichen der unidirektionale
und der bidirektionale Ansatz die gleiche Gesamtlaufzeit. Die 2-Phasen-Methode
benötigt bei einer derart einfachen Problemstellung erneut mehr Zeit als die
schnellsten Labeling-Methoden und scheint f¨ur solche F¨alle nicht geeignet zu sein.

Erstmals ist es nun m¨oglich, die Geschwindigkeit des bisher imCMCF-Projekt
verwendeten Labeling-Ansatzes mit den neuen Verfahren zu vergleichen. Auf dem
kleinsten Graphen ist dieser Algorithmus nur dem erweiterten Dijkstra-Ansatz
ohne Beschleunigung ¨uberlegen; selbst der bidirektionale Ansatz erscheint leicht
schneller zu sein. Auf unseren drei Problemen stellt der zielgerichtete Ansatz gar
eine vier- bis sechsfache Beschleunigung zum bisher verwendeten Algorithmus
dar.

Betrachten wir unser Problem auf demberlin5-Graphen, so f¨allt insbesondere auf,
dass der rein bidirektionale Ansatz hier nur sehr langsam arbeitet und selbst der
erweiterte Dijkstra-Algorithmus ohne Beschleunigung schneller ist. Dies ist je-
doch wahrscheinlich auf die spezielle Problemstruktur zur¨uckzuführen, denn auf
demberlin7-Graphen stehen diese beiden Ans¨atze wieder im bew¨ahrten Verh¨alt-
nis zueinander. Die 2-Phasen-Methode ist inzwischen praktisch genauso schnell
wie die zielgerichteten Verfahren, sie ermittelt die gew¨unschten Wege bei den letz-
ten, schwierigeren Hauptiterationen sogar eher, woraus wir schließen k¨onen, dass
sie wohl bei einer gr¨oßeren Anzahl an Iterationen den kleinsten Aufwand erzeugen
würde. Der Einsatz von Reduktionen sorgt hierbei f¨ur eine zus¨atzliche Beschleuni-
gung.

Auf demberlin7-Graphen sind dann die 2-Phasen-Methoden endg¨ultig die schnell-
sten Verfahren. Ihre Laufzeit erh¨oht sich nur unmerklich und scheint eher durch die
Größe des Ausgangsgraphen als durch die Schwierigkeit des Problems beeinflusst.
Es zeigt sich erneut, dass dieser Ansatz bei aufw¨andigeren Fragestellungen den
Labeling-Verfahren ¨uberlegen ist. Die zielgerichteten Methoden zeichnen sich da-
bei erneut als die schnellsten auf dem Dijkstra-Algorithmus basierenden Ans¨atze
aus. In diesem Fall ist der bidirektionale Algorithmus sogar schneller als der uni-
direktionale. Ob dies generell f¨ur kompliziertere Probleme gilt oder nur auf diesen
Beispielgraphen zutrifft, wird bei den n¨achsten Tests zu untersuchen sein.
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Instanz Graph Knoten Kanten Commodities Flussstärken

bs24 berlin2 1616 2476 1000 0.1-28
bs45 berlin4 4638 7631 2000 0.1-28
bs64 berlin6 10491 17038 2500 1-240

Tabelle 4.12: Ausgangsdaten f¨ur unsere ausf¨uhrlicheren Tests auf demCMCF-
Problem

Als Nächstes untersuchen wir nun Problemstellungen, bei denen das Hauptpro-
gramm erst terminiert, wenn die zuletzt ermittelte Netzbelastung nur noch um
einen vorgegebenen Prozentsatz von der optimalen Belastung abweicht. Dabei ver-
zichten wir auf die Algorithmen, die bei den bisherigen Ergebnissen sich als of-
fensichtlich zu langsam herausgestellt haben. Da die 2-Phasen-Methode bei einer
derart großen Zahl von Aufrufen unseres Unterproblems nicht mehr zum Vergleich
herangezogen werden kann, reduzieren sich unsere Tests f¨ur den Fall ohne Ka-
pazitätsbeschr¨ankungen auf das bisher verwendete Labeling-Verfahren und unsere
zielgerichteten Ans¨atze.

Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 1.5% 6000 3453475.1 27
ohne 1% 6000 3453475.1 27

Kapazitäts- 0.5% 8000 3435066.7 35
beschränkung 110% 1.5% 5000 3470737.2 23

1% 6000 3460840.7 27
0.5% 9000 3452535.9 40

zielgerichtet 120% 1.5% 6000 3453475.1 29
ohne 1% 6000 3453475.1 30

Kapazitäts- 0.5% 8000 3435066.7 39
beschränkung 110% 1.5% 5000 3470737.2 24

1% 6000 3460840.7 28
0.5% 9000 3452535.9 43

zielgerichtet & 120% 1.5% 6000 3453475.1 52
bidirektional 1% 6000 3453475.1 52

ohne 0.5% 8000 3435066.7 69
Kapazitäts- 110% 1.5% 5000 3470737.2 43

beschränkung 1% 6000 3460840.7 53
0.5% 9000 3452535.9 78

Tabelle 4.13: Ergebnisse der Tests auf derbs24 Instanz. Der Faktor entspricht der
prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des ressour-
cengünstigsten Weges.Abbruchist die maximale Abweichung, die der momentane
Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert ist der
Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die Anzahl der
Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Wir betrachten zun¨achst drei Instanzen, die bei vorangegangenen Experimenten f¨ur
dasCMCF-Problem verwendet wurden und untersuchen den Fall, in dem die Kan-
tenkapazit¨aten ignoriert werden [9]. Es handelt sich dabei um Probleme, die tausen-
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de Commodities mit relativ kleinen Flussst¨arken betrachten. Wie wir an den ermit-
telten Ergebnissen erkennen k¨onnen, sind die jeweiligen ressourcenbeschr¨ankten
Wege sehr einfach zu finden. Es werden teilweise hunderte von ihnen pro Sekunde
ermittelt. Dabei liefert der bisherige Labeling-Ansatz scheinbar sehr gute Ergeb-
nisse und ist meistens sogar schneller als die zielgerichteten Algorithmen. Dieses
Ergebnis ist jedoch zu relativieren. Zum Einen wird wie gesagt immer das Prepro-
cessing des ehemaligen Ansatzes ausgef¨uhrt, selbst wenn ein neuer Algorithmus
benutzt wird. Schwerwiegender ist jedoch die Tatsache, dass unsere zielgerichte-
ten Verfahren bei jedem Aufruf die ressourceng¨unstigsten Wege zum Zielknoten
neu errechnen. Wie wir gesehen haben, ¨andern sich die Ressourcenwerte jedoch
nie; somit würde eine einmalige Ermittlung der Wege gen¨ugen. Angesichts die-
ser Tatsachen d¨urfte zumindest der rein zielgerichtete Ansatz bei Anpassung an
die neue Problemstellung eine Beschleunigung darstellen. Ein weiterer Grund f¨ur
die guten Resultate desCMCF-Labeling-Ansatzes liegt darin, dass er darauf aus-
gerichtet ist, schnell zu terminieren, wenn die Probleme derart einfach sind. Bei
komplexeren Problemstellungen ist er, wie bereits gesehen, unterlegen.

Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 1.5% 8000 6542602.7 104
ohne 1% 10000 6516659.6 129

Kapazitäts- 0.5% 14000 6493119 188
beschränkung 110% 1.5% 8000 6530006.9 111

1% 8000 6530006.9 110
0.5% 8000 6530006.9 111

zielgerichtet 120% 1.5% 8000 6542192.8 143
ohne 1% 10000 6516091.6 186

Kapazitäts- 0.5% 14000 6492849.4 254
beschränkung 110% 1.5% 8000 6529759.4 144

1% 8000 6529759.4 143
0.5% 8000 6529759.4 144

zielgerichtet & 120% 1.5% 8000 6542192.8 234
bidirektional 1% 10000 6516091.6 306

ohne 0.5% 14000 6492849.4 411
Kapazitäts- 110% 1.5% 8000 6529759.4 242

beschränkung 1% 8000 6529759.4 234
0.5% 8000 6529759.4 235

Tabelle 4.14: Ergebnisse der Tests auf derbs45 Instanz. Der Faktor entspricht der
prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des ressour-
cengünstigsten Weges.Abbruchist die maximale Abweichung, die der momentane
Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert ist der
Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die Anzahl der
Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Des Weiteren f¨allt auf, dass dasCMCF-Problem je nach verwendetem Algorith-
mus bei unterschiedlichen Gesamtl¨osungswerten abbricht. Dies liegt erneut an den
auftretenden Rechnerungenauigkeiten. Durch das Skalieren stimmen in weniger
als 1% der F¨alle die von den zielgerichteten Verfahren ermittelten Wege nicht mit
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denen ¨uberein, die vomCMCF-Labeling-Ansatz geliefert werden. Obwohl ihre
Kostenwerte bis auf mehrere Stellen hinter dem Komma gleich sind, hat die Aus-
wahl einer anderen Wegroute signifikante Auswirkungen auf das Hauptproblem, da
der Fluss nunmehr ¨uber einen anderen Weg geleitet wird. Dies erkl¨art die teilweise
recht großen Abweichungen zwischen den Ergebnissen.

Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 1.5% 20000 10298822 75
ohne 1% 22500 10282162.1 85

Kapazitäts- 0.5% 32500 10258667.9 122
beschränkung 110% 1.5% 15000 10421843.7 70

1% 22500 10421843.7 106
0.5% 32500 10367924 151

zielgerichtet 120% 1.5% 20000 10298822 88
ohne 1% 22500 10282162.1 100

Kapazitäts- 0.5% 32500 10258668 143
beschränkung 110% 1.5% 15000 10421842.7 68

1% 22500 10367925.6 100
0.5% 32500 10351453.5 145

zielgerichtet & 120% 1.5% 20000 10298822 178
bidirektional 1% 22500 10282162.1 203

ohne 0.5% 32500 10258668 290
Kapazitäts- 110% 1.5% 15000 10421842.7 138

beschränkung 1% 22500 10367925.6 204
0.5% 32500 10351453.5 293

Tabelle 4.15: Ergebnisse der Tests auf derbs64 Instanz. Der Faktor entspricht der
prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des ressour-
cengünstigsten Weges.Abbruchist die maximale Abweichung, die der momentane
Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert ist der
Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die Anzahl der
Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Da wir für das Hauptproblem nur einen Wert suchen, der um einen vorgegebenen
Prozentsatz vom eigentlichen Optimalwert abweicht, l¨asst sich auch nur schwer
sagen, inwiefern diese Ungenauigkeiten Auswirkungen auf die Korrektheit des
Ergebnisses haben. Es ist jedoch offensichtlich, dass ein Nutzer, der fr¨uhere Er-
gebnisse des Hauptproblems noch einmal durchgehen m¨ochte, besser den alten
Labeling-Ansatz verwenden sollte, um zu den gleichen Werten zu kommen.

Instanz Graph Knoten Kanten Commodities Flussstärken

bs4new berlin4 4618 7631 8 2500
bs5new berlin5 8491 14468 5 2000-3000
bs6new berlin6 10491 17038 5 2500
bs7new berlin7 12100 19570 3 2000

Tabelle 4.16: Ausgangsdaten f¨ur weitere ausf¨uhrlichere Tests auf demCMCF-
Problem. Aller Aufrufe werden ohne Kapazit¨atsbeschr¨ankungen ausgef¨uhrt.
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Da die Commodities in den vorangegangenen Beispielen nur kleine Flussst¨arken
hatten, sind die daraus resultierenden Unterprobleme zu einfach geworden. Des-
wegen haben wir noch einige weitere Probleminstanzen erstellt. Diese zeichnen
sich dadurch aus, dass sie zwar nur wenige Commodities beinhalten, daf¨ur aber
sehr viel Fluss auf jeden Weg geschickt wird. Somit ben¨otigt jede Ermittlung eines
ressourcenbeschr¨ankten Weges mehr Zeit.

Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 2% 296 378535942.9 289
110% 2% 400 401293154.8 370

zielgerichtet 120% 2% 296 378535942.9 43
110% 2% 400 401293154.8 71

zielgerichtet & 120% 2% 296 378535942.9 149
bidirektional 110% 2% 400 401293154.8 155

Tabelle 4.17: Ergebnisse der Tests auf derbs4new Instanz. Der Faktor entspricht
der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des res-
sourceng¨unstigsten Weges.Abbruch ist die maximale Abweichung, die der mo-
mentane Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert
ist der Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die An-
zahl der Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Für die Instanzbs4newbenötigt das bisherige Verfahren zum Beispiel fast eine Se-
kunde pro Aufruf des Labeling-Ansatzes. Die zielgerichteten Ans¨atze sind vielfach
schneller, und insbesondere die unidirektionale Methode senkt die Gesamtlaufzeit
extrem. Zudem gibt es in diesem Fall auch kein Auftreten von Rechnerungenauig-
keiten.

Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 2% 190 187206857 1474
110% 2% 100 374672199.4 551

zielgerichtet 120% 2% 190 187206857.1 456
110% 2% 100 374672199.1 128

zielgerichtet & 120% 2% 190 187206857.1 718
bidirektional 110% 2% 100 374672199.1 171

Tabelle 4.18: Ergebnisse der Tests auf derbs5new Instanz. Der Faktor entspricht
der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des res-
sourceng¨unstigsten Weges.Abbruch ist die maximale Abweichung, die der mo-
mentane Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert
ist der Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die An-
zahl der Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Das gleiche Bild bietet sich bei Betrachtung der Ergebnisse f¨ur diebs5new-Instanz.
Der rein zielgerichtete Ansatz sorgt hier f¨ur eine drei- bis vierfache Verbesserung
des Aufwandes. Der bidirektional zielgerichtete Ansatz ist auch hier nicht ganz so
schnell, wenngleich auch er schneller terminiert als die bisherige Methode.
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Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 5% 270 24756136.9 2721
110% 5% 460 28978248.4 5351

zielgerichtet 120% 5% 270 24756128.2 945
110% 5% 495 28945863.6 2546

zielgerichtet & 120% 5% 270 24756128.2 1343
bidirektional 110% 5% 495 28945863.6 851

Tabelle 4.19: Ergebnisse der Tests auf derbs6new Instanz. Der Faktor entspricht
der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des res-
sourceng¨unstigsten Weges.Abbruch ist die maximale Abweichung, die der mo-
mentane Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert
ist der Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die An-
zahl der Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Die bs6new-Instanz läuft auf dem gleichen Graphen, auf dem bei unseren ersten
Vergleichen für dasCMCF-Programm der bidirektional zielgerichtete Algorithmus
dem rein zielgerichteten ¨uberlegen war. Offensichtlich kommt ihm die Graphen-
struktur zugute, denn auch dieses Mal liefert er gute Ergebnisse. Im Gegensatz zu
den anderen beiden Methoden ermittelt er die L¨osung sogar schneller, wenn die
Ressourcenschranke gesenkt wird. Somit ist er in dem Fall praktisch dreimal so
schnell wie der unidirektionale Ansatz. Liegt die Schranke bei 120% des ressour-
cengünstigsten Weges, so ist er allerdings weiterhin langsamer.

Algorithmus Faktor Abbruch CSP-Aufrufe Wert Laufzeit

CMCF-Labeling 120% 1.5% 231 11365539.3 740
110% 1.5% 288 11800927.8 6338

zielgerichtet 120% 1.5% 246 11362856.8 127
110% 1.5% 309 11798484.1 1863

zielgerichtet & 120% 1.5% 246 11362856.8 349
bidirektional 110% 1.5% 309 11798484.1 1088

Tabelle 4.20: Ergebnisse der Tests auf derbs7new Instanz. Der Faktor entspricht
der prozentualen Abweichung der Ressourcenschranke vom Verbrauch des res-
sourceng¨unstigsten Weges.Abbruch ist die maximale Abweichung, die der mo-
mentane Netzbelastungswert haben darf, wenn das Hauptprogramm abbricht.Wert
ist der Netzbelastungswert zum Zeitpunkt des Abbruchs.CSP-Aufrufeist die An-
zahl der Aufrufe des Unterprogrammes. Die Laufzeiten sind in s.

Diese Beobachtungen wiederholen sich auch bei den Tests f¨ur bs7new. Ist zunächst
der zielgerichtete Ansatz schneller, so wird bei Senkung der oberen Ressourcen-
schranke der bidirektional zielgerichtete Algorithmus immer besser. Der bisherige
Labeling-Ansatz ist bei all diesen Vergleichen weiterhin um ein Vielfaches langsa-
mer.

Trotz der teilweise ¨uberzeugenden Ergebnisse f¨ur den bidirektional zielgerichte-
ten Ansatz bedeutet das nicht, dass dieser bei schwierigen Problemen automatisch
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schneller ist. Genau genommen ist die unidirektionale Methode bei den letzten
zwei Instanzen selbst f¨ur eine Ressourcenschranke von 110% f¨ur die meisten Com-
modities schneller. Jedoch tritt in beiden F¨allen ein zu berechnender Weg auf, der
mit dem bidirektionalen Verfahren viel besser zu l¨osen ist. Da wir nur eine einstel-
lige Anzahl an Commodities gew¨ahlt haben, wirkt sich ein solcher Fall besonders
stark auf die Laufzeit aus. Es ist zu erwarten, dass bei einer gr¨oßeren Auswahl
an Commodities die Gesamtlaufzeit nicht mehr so stark durch einzelne Wege be-
einflusst wird. Somit k¨onnte der rein zielgerichtete Algorithmus wiederum einen
ähnlichen Aufwand wie der bidirektional zielgrichtete aufweisen.

Nachdem wir das Verhalten unserer Algorithmen f¨ur den Fall desCMCF-Problems
ohne Kantenkapazit¨aten untersucht haben, w¨are es nun von besonderem Interesse,
den Fall mit Kapazit¨atsbeschr¨ankungen zu betrachten. Somit k¨onnten wir nicht nur
die Eignung unserer das doppelt beschr¨ankte Problem l¨osenden Algorithmen f¨ur
dieses Projekt testen, sondern wir w¨aren auch in der Lage darzustellen, welche der
beidenCMCF-Aufrufvarianten am meisten von unseren Beschleunigungsmetho-
den profitieren.

Bei der Durchführung unserer Tests stellte sich jedoch heraus, dass dasCMCF-
Programm beim Beachten der Kapazit¨aten nicht mehr terminierte. Dies lag wahr-
scheinlich an einer fehlerhaften Einbindung von Softwarepaketen, die der Haupt-
algorithmus ben¨otigt. Der Fehler war bis zum Einreichen dieser Arbeit noch nicht
behoben worden, womit keine Tests durchgef¨uhrt werden konnten. Diese sollten
allerdings nachgeholt werden, sobald das Programm wieder einwandfrei funktio-
niert.

Während der Implementation der Algorithmen wurden einige nicht weiter doku-
mentierte Tests auf dem damals noch einwandfrei laufendenCMCF-Programm
durchgeführt. Insbesondere der zielgerichtete Ansatz mit zus¨atzlichem Abbruch-
kriterium sorgte hierbei f¨ur eine erhebliche Verringerung des Gesamtaufwandes.
Es ist also zu erwarten, dass auch in diesem Fall eine Verbesserung der Laufzeit
auftreten wird.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Ein System, welches ein Fahrzeug m¨oglichst schnell durch ein Netzwerk von sei-
nem Start- zu seinem Zielort leiten soll, kann einen solchen Weg effizient berech-
nen. Es benutzt hierzu einen Algorithmus, der das K¨urzeste-Wege-Problem l¨ost,
und erhält auf diese Weise in polynomialer Zeit eine L¨osung.

Benutzen jedoch eine Vielzahl an Fahrzeugen ein solches System, so erfordert die
Problemstellung, dass der Weg nicht nur schnell ist, sondern mehrere Eigenschaf-
ten gleichzeitig erf¨ullt. Ein solcher kürzester Weg mit Nebenbedingung ist ungleich
schwerer zu l¨osen; er geh¨ort zur Klasse derschwach NP-vollständigenProbleme.

Wir haben ausgehend von einem Algorithmus f¨ur das klassische K¨urzeste-Wege-
Problem Methoden entwickelt, die Wege mit Nebenbedingung durch eine Vielzahl
an Beschleunigungsans¨atzen mit m¨oglichst wenig Aufwand finden. Außerdem ha-
ben wir einen neu entwickelten Ansatz dargestellt, der an der Universit¨at des Saar-
landes entstanden ist und ebenfalls sehr schnell Resultate liefert.

Schließlich haben wir unsere Algorithmen sowohl direkt auf einzelnen Graphen als
auch als wiederholt aufgerufenes Unterproblem eines Verkehrsnavigationssystems
getestet.

5.1 Interpretation der Ergebnisse

Eine simple Erweiterung des Dijkstra-Algorithmus, der das K¨urzeste-Wege-
Problem effizent l¨ost, auf unsere neue Fragestellung sorgt f¨ur einen Algorithmus,
der sehr hohe Laufzeiten aufweist. Alle getesteten Beschleunigungsmethoden sor-
gen für signifikante Verbesserungen. Trotzdem sind sie nicht alle f¨ur den weite-
ren Gebrauch zu empfehlen. Der rein bidirektionale Ansatz ben¨otigt für den Fall,
dass kein zul¨assiger Weg existiert, eine noch gr¨oßere Laufzeit als der erweiterte
Dijkstra-Algorithmus. Existiert hingegen ein Weg, so ist der bidirektionale Ansatz
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dennoch weit langsamer als die zielgerichteten Methoden. Dabei erweist sich der
unidirektional zielgerichtete Ansatz als derjenige, der konstant die besten Resulta-
te liefert. Eine Verbindung von zielgerichtetem und bidirektionalem Ansatz liefert
zwar vereinzelt noch schneller L¨osungen, ben¨otigt aber besonders aufgrund eines
schlechten Abbruchkriteriums f¨ur die meisten Problemstellungen noch zuviel Zeit.

Insgesamt stellen beide zielgerichteten Ans¨atze eine signifikante Verbesserung
zum bisher bei einem Straßennavigationssystem derTU Berlin verwendeten Al-
gorithmus dar. Ihr Einsatz im entsprechenden Unterprogramm w¨urde die Gesamt-
laufzeit des Pakets sp¨urbar senken.

Die an der Universit¨at des Saarlandes entwickelte 2-Phasen-Methode ist insbeson-
dere bei schwierigen Instanzen, die eine große Laufzeit erwarten lassen, unseren
Algorithmen weitüberlegen. Bei kleinen Problemen ben¨otigt sie jedoch l¨anger, da
sie etwas komplizierter aufgebaut ist.

Suchen wir nur einen doppelt beschr¨ankten Weg, der sowohl bez¨uglich seiner Ko-
sten als auch der Nebenbedingung unter vorgegebenen Schranken bleibt, so scheint
nach den bisher durchgef¨uhrten Vergleichen der zielgerichtete Ansatz mit zus¨atzli-
chem Abbruchkriterium am geeignesten f¨ur den Einsatz im Navigationssystem der
TU Berlin zu sein. Obwohl seine ermittelten L¨osungen Kostenwerte aufweisen,
die mitunter recht weit vom Optimalwert abweichen, ist er dermaßen schnell, dass
er die Gesamtlaufzeit am meisten senkt.

5.2 Empfehlung für das Route-Guidance-Projekt an der
TU Berlin

Der bisher verwendete Ansatz liefert Wege mit akzeptablem Aufwand. Aufgrund
der durch die Rechnerarchitektur bedingten Ungenauigkeiten w¨urde der Einsatz
von einem anderen Verfahren zu unterschiedlichen Resultaten f¨uhren. Deswegen
sollte diese Methode zumindest optional noch verwendbar sein, um Vergleiche mit
älteren Tests zu erm¨oglichen.

Kurzfristig empfiehlt sich der Einsatz des unidirektional zielgerichteten Verfah-
rens zur Ermittlung der ressourcenbeschr¨ankten kürzesten Wege. Es liefert durch-
weg schnellere Laufzeiten als der bisherige Ansatz und ist deswegen zu bevorzu-
gen. Durch eine optimale Anpassung an die Problemstellung des Route-Guidance-
Projektes kann eine weitere Beschleunigung erzielt werden. Die daf¨ur am Pro-
grammcode vorzunehmendenÄnderungen scheinen relativ gering zu sein.

Zur Lösung des doppelt beschr¨ankten Problems empfehlen wir vorl¨aufig das ziel-
gerichtete Verfahren mit zus¨atzlichem Abbruchkriterium. Allerdings sind hier noch
weitere Tests durchzuf¨uhren, bevor eine endg¨ultige Entscheidung getroffen werden
kann.
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Langfristig erscheint eine Einbindung der 2-Phasen-Methode in das Projekt sinn-
voll. Sie ist zwar für die meisten bisher durchgef¨uhrten Tests noch ungeeignet, da
sie eine gewisse Grundlaufzeit ben¨otigt, dürfte aber sp¨atestens bei der Nutzung von
noch größeren Graphen f¨ur sehr starke Beschleunigungseffekte sorgen. Zus¨atzlich
könnte die Ermittlung der L¨osung in der zweiten Phase durch ein bidirektionales
Vorgehen noch schneller em¨oglicht werden. Der Einsatz von Problemreduktionen
vor dem zweiten Schritt ist nicht zwingend notwendig, da dies nicht zwangsweise
den Aufwand senkt. Außerdem m¨ussen bei einer Weiterverwendung des Graphen
alle entfernten Knoten und Kanten wieder eingef¨ugt werden.

Der bidirektional zielgerichtete Ansatz ist f¨ur große Problemstellungen teilwei-
se besser geeignet als der rein zielgerichtete, in diesen F¨allen ist jedoch die 2-
Phasen-Methode noch schneller. Sein Ansatz w¨are also nur dann gerechtfertigt,
wenn möglichst schnell ein besseres Abbruchkriterium gefunden w¨urde.

Schließlich bietet der zielgerichtete Ansatz noch einen weiteren Vorteil: Er ist in
der Lage, mehrere Pareto-optimale Wege bei einem einzigen Durchlauf zu ermit-
teln. Es wäre eineÜberlegung wert, ob vielleicht einige dieser Wege vom Haupt-
programm benutzt werden k¨onnten, um die Laufzeit noch weiter zu verringern.
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