
 Revista Contaduría y Administración, No. 203, octubre-diciembre 2001○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

27Selección de portafolios de mínima varianza cuando están expuestos a diversos factores de riesgo: nota técnica CA

Selección de portafolios de mínima
varianza cuando están expuestos a
diversos factores de riesgo: nota técnica

Francisco López Herrera
Investigador de la División de Investigación de la
Facultad de Contaduría y Administración,  UNAM

Resumen

Dada la aparente ausencia de una solución explícita para la selección de portafolios óptimos con activos riesgosos
cuando el proceso generador de datos (PGD) de los rendimientos obedece a una relación lineal con múltiples factores,
en esta nota se presenta una propuesta de solución. Se muestra que bajo los supuestos de un modelo multifactorial
es posible recurrir a la teoría clásica de optimización para determinar la combinación óptima de activos para reducir
el riesgo de un portafolio y administrar su exposición a la influencia de los factores causales de riesgo sistemático.
El método de optimización se basa en la derivación de la frontera eficiente que se presenta en Merton (1972) y es
consistente con los modelos multifactoriales teóricos, como el APT de Ross (1976) u otros empíricos, siempre y
cuando supongan que el PGD obedece a una estructura lineal multivariada. Se presenta también un ejemplo pequeño
de la aplicación de esta propuesta a la formación de un portafolios que minimiza el riesgo bajo metas del nivel de su
exposición a los factores de riesgo.

I. Introducción

Dada la aparente ausencia en la literatura especializada de una solución explícita, en el presente trabajo
presentamos la propuesta que hemos elaborado para determinar la combinación óptima de un portafolio
de activos riesgosos expuestos a diferentes fuentes de riesgo no diversificable, es decir, el riesgo
sistemático tal como lo captura un modelo multifactorial. La historia de los modelos multifactoriales tiene
ya algunas décadas y es un intento de superar la problemática empírica del modelo CAPM de Sharpe
(1963, 1964), Lintner (1965) y Mossin (1966), cuya explicación del riesgo sistemático considera
únicamente al riesgo del mercado como causal única y la muy conocida beta determina el rendimiento
esperado del activo, siendo entonces el rendimiento de los activos resultado de la prima que debe recibir
dada su relación con el factor que origina el riesgo sistemático, es decir, la volatilidad del activo respecto
de la volatilidad del mercado. Como es bien sabido, la consideración anterior también está presente en
la versión beta-cero de Black (1972).
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En general, los modelos multifactoriales o multiíndices se diferencian del CAPM, sea en su forma básica
o en la versión de Black, por considerar que los rendimientos no obedecen sólo a un factor de mercado,
sino que responden a la influencia de diversos factores económicos o de grupo estructural (industria).
Entre los trabajos pioneros sobre el tema se encuentra indiscutiblemente la teoría de Ross (1976) y el
trabajo de Merton (1973) que dio lugar al ampliamente conocido Intertemporal Capital Asset Pricing Model
(ICAPM). Actualmente existe una diversidad de modelos que incluyen un conjunto de factores para
explicar el riesgo sistemático como efecto de la influencia simultánea de dichos factores aunque, quizá
desafortunadamente, la mayor parte de estos modelos es de carácter empírico y no siempre con un fuerte
fundamento teórico.

Una pregunta interesante sobre la utilidad práctica de un modelo multifactorial es el cuestionamiento
sobre cómo puede ser útil para que un inversionista o un administrador de inversiones tome decisiones
óptimas, particularmente si se considera como interés primordial reducir el riesgo y controlar los
efectos de los factores causales. En Sharpe (1970, 2000) se presenta la solución para la selección de
portafolios óptimos cuando los rendimientos de los activos obedecen a un proceso generador de datos
que es lineal y contiene diversos factores de riesgo. La solución de Sharpe optimiza el portafolio para
un inversionista adverso al riesgo cuya función de utilidad es cuadrática, consistente con la teoría de
media y varianza de Markowitz (1952, 1959) y Tobin (1958). Desafortunadamente esa función de
utilidad cuadrática cuenta con todas las características no deseables del supuesto de creciente
aversión al riesgo, implícito en dicha función. La función de utilidad cuadrática implica que conforme
aumenta el nivel de riqueza del inversionista, éste se sentirá menos atraído a invertir en activos
riesgosos.

Hasta el momento, en la revisión de la bibliografía respectiva, no se ha encontrado una solución explícita
semejante a la de Sharpe para optimizar un portafolio en función del riesgo en el caso en el que las
preferencias del inversionista estén descritas por una función de utilidad que no sea la cuadrática o, mejor
aún, que sea libre de preferencias. Por lo anterior, con base en la solución de Sharpe, hemos elaborado,
y se presenta en este artículo, una propuesta de solución para un caso más general considerando
únicamente que el inversionista prefiere menos riesgo sin establecer supuestos adicionales sobre la
forma particular de su función de utilidad.

Nosotros proponemos que se puede optimizar el portafolios para un inversionista cuyo interés fundamen-
tal es únicamente reducir el riesgo de su portafolio, dado un nivel de exposición a la influencia de los
factores que explican su comportamiento, recurriendo simplemente a las técnicas derivadas de la teoría
clásica de la optimización, como lo demuestra Merton (1972) para el caso de la derivación de la frontera
eficiente en el espacio de media y varianza. Asimismo, proponemos que se puede aplicar el método de
optimización clásica que se presenta en este trabajo al caso de que la distribución probabilística de los
rendimientos de los activos sea estable, gaussiana o de cualquier otro tipo que cumpla las condiciones
de estabilidad y que pueda ser descrita de manera suficiente por su media y su varianza.

Por otra parte, no asumimos compromisos con ninguna teoría de equilibrio del mercado  de activos
financieros ni, por ende, sobre cuál es el mejor modelo para la valoración de dichos activos y cómo se
fijan sus precios. Es decir, no se propone que la Teoría de Ross (1976) u otra diferente sea válida, pero
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si el PGD puede explicarse mediante un proceso lineal multivariado es aplicable la propuesta de que se
puede optimizar un portafolios para alguien adverso al riesgo al mismo tiempo que se controla la
exposición del portafolio a los factores de riesgo sistemático recurriendo a una adaptación de la técnica
mostrada por Merton (1972) para determinar la frontera eficiente de portafolios en el sentido de Markowitz.

En la sección siguiente de este documento se presenta la estructura formal del modelo multifactorial de
carácter general objeto de la optimización. La sección III describe los detalles del proceso de optimización
mediante la adaptación de la derivación de Merton y en la sección IV se ofrece un ejemplo numérico de
escala pequeña para mostrar la operacionalización del proceso de optimización. Por último, en la sección
V se presentan algunas consideraciones de carácter general.

II. Modelo de factores múltiples

Supóngase que para todo momento en el tiempo los rendimientos de los activos con riesgo (acciones,
por ejemplo) obedecen al PGD determinado por la influencia de diversos factores con la siguiente
estructura lineal:1

1 Cabe aclarar aquí que el supuesto de linealidad de la función facilita enormemente la obtención de una solución exacta, a diferencia de las
funciones no lineales que no siempre tienen una solución exacta sino que requieren de la aplicación de métodos numéricos para obtener
soluciones aproximadas. Sin embargo, el supuesto de linealidad se refiere únicamente a los parámetros de la función y, por lo tanto, siempre
y cuando se pueda preservar la linealidad de los parámetros, varias funciones no lineales se pueden resolver de manera semejante aunque
las variables independientes no sean necesariamente lineales, si se pueden convertir en lineales mediante alguna transformación monótona.

Ri =  ai + bi1F1 + bi2 F2 +...+bim Fm + ei, (1)
ni ,...,2,1=∀

donde:
Ri = rendimiento del activo i,
ai = rendimiento esperado del activo i, no correlacionado con los factores de riesgo,
bim = sensibilidad del activo i a la realización del factor m,
Fm = realización del factor m,
ei = rendimiento aleatorio del activo i, no correlacionado con los factores de riesgo.

Por definición se tiene que:
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Si los rendimientos de los activos se relacionan única y exclusivamente por los m factores de riesgo, es
decir, si estos factores son únicamente, y no otros, los que producen el movimiento conjunto en los
precios de los activos, y de ahí en sus rendimientos, tanto el rendimiento esperado independiente, ai, como
el rendimiento aleatorio, ei, también independiente, son ambos rendimientos únicos para cada activo y
entonces el rendimiento aleatorio corresponde al riesgo también único (no sistemático) de cada activo
siendo independientes entre sí entre cada empresa, por lo que se puede plantear como hipótesis:

2 Si bien es cierto que este supuesto no parece del todo plausible, por ejemplo, cuando los factores son de carácter macroeconómico puede
suponerse muy razonablemente que exista un alto grado de correlación entre ellos, es también muy cierto que dicho supuesto no representa
mayor problema desde el punto de vista práctico, pues existen métodos relativamente simples para obtener factores no correlacionados.
Para los detalles técnicos puede consultarse a Elton y Gruber (1995) y Sharpe (1970, 2000).

3 En ausencia de la influencia de los factores de riesgo, este componente puede interpretarse como la tasa libre de riesgo.

( )( ) ( )( )[ ] .,,,0) lklkFEFFEFEvi llkk ≠∀∀=−−    

.,,,0),() jijieeEv ji ≠∀∀=    

Adicionalmente, si el modelo se restringe a que los m factores de riesgo no estén correlacionados entre
sí,2 se puede agregar también la hipótesis:

Entonces, debido a iii), al tomar los valores esperados de ambos miembros de (1) se tiene que el
rendimiento esperado del activo i es:

es decir, el rendimiento esperado para el inversionista es función del rendimiento autónomo3  y los
rendimientos que debe obtener dado el nivel de exposición del activo a las fuentes causales de riesgo.

La varianza de los rendimientos del activo i, por i),  ii), iv), y vi), se reduce a:

Por su parte la covarianza entre los rendimientos de los activos i y j, en virtud de iv), v) y vi), resulta ser:

E(Ri) = ai + bi1E(F1) + bi2 E(F2) +...+bim E(Fm), (2)
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Ahora bien, puesto que para un portafolio el rendimiento esperado, E(Rp), está dado por:

donde wi = proporción del portafolio invertida en el activo i, bajo la estructura lineal multifactorial se tiene
que

es decir, el rendimiento esperado del portafolios es un promedio de los rendimientos autónomos de los
activos más los rendimientos promedio atribuibles a la influencia de los factores dadas las exposiciones
de los activos a dichos factores. Estos promedios son ponderados y los pesos de ponderación están
dados por la proporción del portafolio invertida en cada uno de los activos.

Para el caso general multifactorial, estén o no correlacionados los factores, la varianza del portafolios está
dada por:
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y, como puede apreciarse, el número de términos contenidos en la doble sumatoria del primer término
del miembro derecho de (6) se reduce considerablemente pues se eliminan las covarianzas entre los
factores y permanecen sólo las varianzas de cada factor, lo que resulta sumamente ventajoso para
efectos de cálculo.4

 Una vez que se ha formalizado la estructura general de un modelo multifactorial y se han enunciado los
principales resultados de los supuestos que se han postulado, procederemos a presentar en la sección
siguiente el procedimiento para optimizar el portafolios dada la influencia de diversos factores de riesgo.

III. Proceso de optimización

Suponiendo que existen n activos riesgosos, entre los cuales se puede seleccionar y que los rendimientos
de estos activos obedecen a un proceso como el que se describió en la sección previa, el problema de
selección del portafolio cuando se desea formar el portafolio de mínimo riesgo al mismo tiempo que se
controlan los niveles de exposición de los activos a los diversos factores de riesgo  se puede plantear
como:

sujeta a:

Las primeras m restricciones corresponden a los niveles deseados de exposición del portafolio a los m
factores de riesgo y la última restricción corresponde a la restricción presupuestal que implica distribuir
totalmente el presupuesto de invertir entre los n activos riesgosos.

Como es bien sabido, este problema cuadrático con restricciones lineales (expresadas en términos de
las variables de decisión según (6)), puede resolverse mediante el método de multiplicadores de
Lagrange, por lo que la función objetivo, (8), se convierte en:
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4 Ésta es una de las ventajas de contar con factores no correlacionados (ortogonales). La otra es que la ortogonalidad garantiza que ningún
factor es una combinación lineal de otros y que, por tanto, al no existir tal asociación lineal o multicolinealidad, se pueden obtener estimaciones
no sesgadas y consistentes de los parámetros mediante los métodos tradicionales, como el de regresión mínimo cuadrática.

(8)
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que para proporcionar un valor óptimo (mínimo) de la función tiene como condiciones de primer orden
(c.p.o.):5

Al derivar parcialmente y ordenando adecuadamente se obtiene:

que permite formar un sistema de ecuaciones lineales cuyas incógnitas son wi, i = 1,2,...,n, λm, m = 1,2,...,M,
y γ, que, por lo tanto, puede resolverse por cualquiera de los métodos estándar que se han diseñado para
tal efecto.

IV. Ejemplo numérico

Supóngase que sólo dos factores, con varianzas de .37 y .89 respectivamente, determinan el rendimiento
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5 Debido a que la varianza es un número siempre positivo, las c.p.o. son condiciones necesarias y suficientes para garantizar que se tiene
un mínimo al resolver el problema de optimización.
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de los activos y que se desea formar un portafolio con tres acciones cuyas sensibilidades al factor 1 se
han determinado como .95, 1.2 y .7, en tanto que su sensibilidad al factor dos es de 1.4, .75 y .65.
Supóngase también que se han estimado las varianzas de los rendimientos aleatorios (por ejemplo, la
varianza de la suma de cuadrados de los errores en una regresión) y que ellas son .15, .11 y .12,
respectivamente. Por último, considérese que se desea un portafolios con sensibilidad unitaria al factor
1 y cuya sensibilidad al factor 2 sea de .85.

Para determinar la distribución de la inversión en este portafolio que tenga el mínimo riesgo posible
(medido por la varianza del portafolio) y que satisfaga las metas en cuanto a los niveles de exposición,
bastaría simplemente considerar que las ecuaciones que resultan de cumplir las c.p.o. (11) forman el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

que al resolverse simultáneamente por cualquiera de los métodos algebraicos disponibles tiene como
solución w1 = 0.2 , w2 = 0.5, w3 = 0.3, que son las proporciones a invertir en los activos riesgosos
respectivos.

Los valores de λ1=0.4655, λ2=0.2095 y  γ =0.7559, que forman también parte de la solución, corresponden
a los “precios sombra”, es decir, al cambio esperado en la función objetivo ante un aumento unitario en
la restricción correspondiente.

V. Consideraciones finales

Aunque aquí se ha mostrado únicamente el caso de un problema sólo con restricciones para satisfacer
las metas de exposición a los riesgos sistemáticos y el requisito presupuestal de inversión, no representa
mayor dificultad el incluir otras restricciones, como pudieran ser un rendimiento meta para el portafolio
o un objetivo de dividendos a obtener, por ejemplo, pues lo único que se tendría sería un mayor número
de ecuaciones e incógnitas (respectivamente una por cada restricción adicional). Por lo tanto, es posible
determinar todos los portafolios que se encuentran sobre la frontera eficiente del espacio media-varianza
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o, si se prefiere, en el espacio media-desviación estándar, pues las proporciones a invertir que hacen
óptima la combinación de activos es la misma en cualquiera de los dos espacios. El caso en el cual existe
la restricción de las ventas en corto (no negatividad en las proporciones) también puede resolverse
mediante el esquema propuesto, aunque para ello se requiere adicionalmente el cumplimiento de las
condiciones de Kuhn-Tucker para obtener valores óptimos. Para nuestra buena fortuna, la disponibilidad
de rutinas adecuadas en paquetes de cómputo de aplicación general, como la hoja de cálculo Excel,
permite resolver un problema de pequeña escala de manera relativamente fácil; para problemas de mayor
dimensión existen como recursos paquetes especializados como Matlab o Mathcad, entre otros.
Además, el método que se ha presentado en estas páginas se puede aplicar también en el caso de la
optimización del portafolio en condiciones en que se sostiene el teorema de separación, o teorema de un
fondo, propuesto por Tobin (1958) cuando existe un activo sin riesgo.
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