Capitulo 5

El caso de tres zonas

En el capitulo que nos ocupa extendemos el andlisis del sistema del
caso de dos zonas, que fue analizado en el anterior, al de tres zonas. Hare-
mos aqui el mismo tipo de estudio que en el capitulo anterior, si bien ahora
pasaremos directamente a analizar el sistema en el caso de que la relaciéon
de frecuencias sea un namero irracional.

Hasta ahora, en el caso bizonal, habifamos analizado qué sucedia cuan-
do ambas pendientes eran iguales. Generalizaremos la ecuacién definida
por f(z) para el caso trizonal pudiendo tener dos pendientes distintas para
las zonas exteriores y central, asi como afiadiendo una constante c que se
sumard a la anterior f(z) en las tres zonas.

5.1. Caso simétrico

Las ecuaciones que definen el caso trizonal son las siguientes:

d
d—f = f(x) + Rcos(Qt + pg) + 7 cos(wt) (5.1)
br + (a — b)xg, six > xo,
f(z) =< az, si|z| < zg (5.2)
br — (a —b)zg, sizx < —x
Para que la caracteristica f(z) sea simétrica con respecto al origen es

necesario que se cumpla que a = —b. Esto hace que las pendientes sean
iguales pero de signo contrario, con lo que se puede reescribir (5.2) como:

—ax + 2axy, Six > x,
flz) =< az, si|z| <z (5.3)
—ax — 2axy, Six < —xg
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Para el estudio realizado en el presente punto se ha tomado a = 1.

Una vez hemos fijado la relacién de frecuencia {2 pasamos a ver el
comportamiento de la solucion para distintos valores de los parametros.
En primer lugar fijamos R = 1 y vamos variando r, tal y como se ha
venido haciendo hasta ahora. Comenzamos eligiendo un valor pequefio
de r = 0,1 para ir viendo gradualmente el efecto de ir aumenténdolo.
Al obtener la solucién en el tiempo, integrando hacia delante como hacia
atrds, obtenemos la grafica 5.1, en la que se han tomado como condiciones
iniciales x = —1 y x = 1, para poner de manifiesto un hecho peculiar del
caso de tres zonas, que es la existencia de dos atractores para el tiempo
hacia delante. En efecto, si observamos la grafica 5.1 se puede comprobar
como para z(t = 0) = 1 corresponde a una senoide que toma valores de
mayores que cero. Sin embargo, para z(t = 0) = —1 se tiene que la 6rbita
toma s6lamente valores negativos de x. Examinando mas detenidamente
la grafica es f4cil ver que ambas 6rbitas corresponden a trayectorias de la
soluciéon que han quedado en una sola zona de la funcién f(z): la zona
exterior derecha, en la que = > 1z y exterior izquierda, con z < —x;. Co-
rresponden por lo tanto a 6rbitas unizonales. En rojo, esté la solucién cor-
respondiente a integrar con el tiempo hacia atras. Como dato interesante
se ve que a pesar de haber elegido condiciones iniciales distintas, ambas
soluciones confluyen en una tnica 6rbita, ademds unizonal, encerrada en
la zona central de f(z), esta es aquella en la que se cumple que |z| < .
Recordamos que la pendiente central usada aqui es positiva, pero al estar
usando el tiempo negativo la exponencial resultante del transitorio tiende
a extinguirse.

5.1.1. Anadlisis de la solucién temporal

En la figura 5.2 se ha aumentado la amplitud del segundo forzamiento
r hasta conseguir que exista una 6rbita que estd en ambas zonas. Se puede
ver como existen instantes de tiempo en los que la solucién toma valores
en torno a un valor medio positivo y posteriormente y de forma stbita
pasa a tomar valores en torno a un valor negativo. Podemos decir que
la solucién estd pasando de una zona de atraccién a otra. No obstante,
para valores de tiempo negativo la solucién abarca las tres zonas de f(z),
estando confinada bajo la influencia de un solo atractor. Asi pues, se puede
concluir que es posible encontrar dos atractores con forma de toro con el
tiempo hacia delante y s6lo uno con el tiempo hacia detras.

Las soluciones correspondientes a tiempos positivos serdn siempre es-
tables debido a que las zonas laterales de f(z) son contractivas y la tinica
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Figura 5.1: Soluciones temporal para R =1y r =0,1conzg = -1y zy = 1
U
X U
il

time

Figura 5.2: Solucién temporal para R =1y r = 0,553
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region expansiva es la central. Podemos ver esto como que cada vez que
la solucién alcanza una de las regiones exteriores, esta tiende a disminuir
su amplitud, para volver a caer en la regiéon central, donde tomard valores
mayores de amplitud y volver a una de las regiones exteriores, y asi repetir
el ciclo. Ocurre lo contrario con el tiempo hacia atrds, donde no es posible
aumentar el pardmetro r todo lo que se quiera, ya que esto haria que la
solucion fuese inestable. En la gréfica 5.3 tenemos un ejemplo en el que
r = 1y existe solucién para ¢t > 0, lo que no sucede para ¢t < 0.

4
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Figura 5.3: Soluciones temporal para R=1yr =1

Es posible comprobar la influencia del parametro r en el tipo de la solu-
cidn si representamos () frente a z(¢). Aunque perdemos la informacién
temporal, se presentan otros datos de forma mas clara. En las gréficas de
la tabla 5.1 es posible ver la evolucion de la solucion para distintos valores
de r. En concreto se tiene aqui, como para un valor de r = 0, 1 la solucién
estd “atrapada” en torno a un atractor claramente definido. Para r = 0,552
se aprecia como existen partes de la trayectoria que comienzan a escapara
a la influencia del atractor original que estaba en la figura anterior. En este
momento y con tan sélo aumentar ligeramente r en una milésima se pro-
duce el salto de la trayectoria a otro atractor que se ha formado, saltando
esta continuamente de uno a otro (esto es lo que se veia en la figura 5.2). Si
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continuamos aumentando la amplitud de la segunda excitacién los atrac-
tores se irdn deformando hasta perderse por completo transformdndose
en uno nuevo, tal y como se puede extraer de la observacion de la tltima
figura. Las dltimas figuras corresponden a casos en los que r es tan grande
que la 6rbita abarca las tres zonas de la funcién f(z) y en los que ya no
existen dos atractores.

r=0.1
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Cuadro 5.1: #(t) frente a x(t) para distintos valores de

Una forma més grafica de ver la naturaleza del atractor es representdn-
dolo en el espacio de estados. En la figura 5.4, correspondiente al caso en
el que existen dos atractores, se ve con claridad como se forman dos zonas
de atraccién correspondientes a dos toros, uno encerrado dentro del otro.



74 CAPITULO 5. EL CASO DE TRES ZONAS

Esta es otra forma de ver lo que sucedia en las gréficas 5.2 y en la tercera
figura de la tabla 5.1.

Figura 5.4: Atractor con el tiempo hacia delante para R = 1y r = 0,553

5.1.2. Anadlisis de la seccion de Poincaré

En las figuras 5.5 y 5.6, que representan las secciones de Poincaré para
distintos valores de r, se puede observar cudl es el efecto de aumentar
la amplitud de la segunda excitacion. En 5.5 estdn dibujadas las tres sec-
ciones de Poincaré distintas, a saber: en violeta, para la condicién inicial
xo = 1 yenazul, para xy = —1, si bien son ambas integrando con el tiempo
hacia delante; en rojo, para z, = 0 y con el tiempo hacia atrds. Podemos
comparar esta grafica con la figura 5.1, en la que se puede apreciar como
las soluciones con el tiempo hacia delante se encuentran en una zona cor-
respondiente a x > 1 6 v < —1 segun la eleccién de la condicién inicial,
xo = 1y xy = —1 respectivamente. Observando la figura 5.6 se comprueba
como la curva se ha ido deformando.

Enla tabla 5.2 se puede ver como va cambiando la seccién de Poincaré a
medida que aumenta el pardmetro r. Podemos ver que inicialmente existe
una sola curva, tanto para el tiempo hacia delante como hacia atras. Las
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0 6.28319

Figura 5.5: Secciéon de Poincaré para R =1y r =0,1
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0 6.2832
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Figura 5.6: Seccién de Poincaré para R = 1y r = 0, 552795
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r=20,1 r=20,5
. j e
~_ ]
r=20,55 r =0,5528
T
—
\ \\/
r=1 r=25

Cuadro 5.2: Seccién de Poincaré para distintos valores de r
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curvas cambian notablemente en la segunda y tercera grafica, correspon-
dientesar = 0,5y r = 0, 55 respectivamente. Incrementando ligeramente
el valor de r hasta 0, 5528, se consigue que aparezca una segunda curva en
la zona de z < 0. Si volvemos a la figura 5.5 se puede comprobar como
algunos puntos se asemejan a los correspondientes a la parte de = negati-
va en la tercera gréfica de la tabla 5.2. Si r sigue creciendo el primer efecto
que tenemos es que la curva en color rojo, que corresponde a la solucién
en el tiempo hacia atrds, desaparece; lo que simplemente quiere decir que
para estos valores de r la solucién es inestable. En cuanto a la curva para
el tiempo hacia delante se aprecia que esta se deforma de manera tal que
ya no se distinguen dos curvas diferenciadas, como ocurria en el caso de
r = 0,5528.

En la tabla 5.3 se ve lo que sucede con la solucién en el tiempo. En la
primera figura la solucién estd confinada en una sola zona, enla que z > 1.
La segunda grafica corresponde a una 6rbita bizonal; aqui la trayectoria
de la solucién estd confinada entre las zonas central y exterior positiva, en
este caso z > 0. En la siguiente la solucién va cambiando entre zonas en las
que toma valores positivos y negativos alternadamente. Conforme r sigue
aumentando la frecuencia de paso de una zona a otra va aumentando,
hasta que finalmente no se puede decir que la solucién vaya de una zona
a otra, sino que la solucién se convierte en una tinica senoide que toma
tanto valores positivos como negativos.

5.1.3. Anadlisis de la autocorrelacion y del espectro de den-
sidad de potencia

En cuanto a las graficas resultado de haber realizado la autocorrelacién
de la solucién podemos ver como las dos primeras graficas corresponden
claramente a la autocorrelacién de una sefial periodica (una propiedad de
las sefiales periddicas es que su autocorrelacion también es periédica). Hay
que decir que en las graficas (sobre todo en la primera) se observa una
atenuacion en los valores de la autocorrelacién; esto es debido a que esta-
mos trabajando con métodos numéricos y que la secuencia de puntos de
la solucién que estamos usando es finita. Viendo la tercera grafica también
se comprueba que existe cierta periodicidad en el parecido de la sefial con-
sigo misma. De igual forma sucede en los casos en que r = 0,75y r = 1,
si bien ahora el parecido es mas claro. Cuando r = 5 se ve mds claramente
que la solucién es periddica, al serlo su autocorrelacion.

La informacién que se muestra en la tabla 5.5 es el médulo de la trans-
formada de Fourier de la solucién. En estas gréficas podemos ver, com-



