Capitulo 3
Metodologia

3.1. Introduccion

Para estudiar el comportamiento del sistema haremos uso de distintas
herramientas matemadticas que serdn explicadas a lo largo de todo este
capitulo. Vamos a aprovechar los resultados obtenidos en el estudio del
sistema con un solo forzamiento para evaluar la influencia de introducir
un forzamiento adicional. Presentamos a continuacion la ecuacién diferen-
cial normalizada que es objeto de nuestro estudio.

Cé—f = f(x) + Rcos(Qt) + r cos(wt) 3.1)

Si se iguala r = 0 en la ecuacién (3.1), eliminamos el segundo forza-
miento y ésta puede ser escrita asf:

— = f(z) + Rcos(£2t) (3.2)

Usaremos la siguiente ecuacion para explicar las gréficas que se pre-
sentaran a lo largo de esta memoria, asi como para evaluar los cambios
que ocurren en el sistema a medida que al valor de r va aumentando.
Supondremos siempre que tanto R como r son ntimeros positivos.

3.2. Representacion en el espacio de fases

Dado que conocemos la solucién del sistema, expresada en las férmu-
las (2.5) y que ademas disponemos de métodos numéricos que nos per-
miten conocer la solucién en el tiempo en todo momento, preferimos in-
troducir en este punto otra forma de aproximarnos al problema. Partiendo
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28 CAPITULO 3. METODOLOGIA

de la férmula (3.1), ésta puede ser reescrita de forma que aparezcan los
argumentos de los cosenos como variables dependientes del tiempo pu-
diendo asi redefinir las ecuaciones para dar lugar a un sistema con tres
variables de estado.

x, QDZQt_’_gDOv 9:t+90

El sistema quedaria descrito mediante el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales.

&t = f(x)+ Rcosg+rcosb
o =0 (33)
0 =1

Para resolver la tercera ecuaciéon de (3.3) se impone como condicién
inicial que #(t = 0) = 0. También por comodidad y para las explicaciones
que seguirdn en esta seccion del presente capitulo supondremos que ¢y =
0, con lo que ¢(t =0) = 0.

Supongamos por simplicidad que no haya excitacion periddica alguna
en la primera ecuacién de (3.3) y que f(z) = bx con b = —1.

Como ¢ y 0 son los argumentos de los cosenos, parece 16gico pensar
que se limite el conjunto de valores que pueden tomar a los contenidos en
el intervalo [0, 27). Para ello no hay més que tomar el operador médulo 27
en dichas variables. Como resultado de haber normalizado previamente la
ecuacion, 2 representa la relacién existente entre las frecuencias de ambos
forzamientos. Podria parecer razonable representar la solucién, en lugar
de frente al tiempo, frente a los posibles valores que pueden tomar ¢ y 6.
Para ello definimos el plano 6 en el que vamos a representar la solucion.
Por el momento nos conformaremos con representar los valores que puede
tomar 6 frente a .

Vayamos un poco mds lejos en la forma de representar la solucién de
este sistema de ecuaciones diferenciales: los argumentos de los cosenos ¢
y 0 pueden ser considerados como los dngulos que definen la superficie
de un toro, sobre la cual, para cada valor de dichos dngulos, la solucion
puede ser representada. Tenemos la posibilidad de representar z(t) en el
espacio de tres dimensiones. Otra forma de llegar a la idea de representar
la solucién en un espacio tridimensional consiste en mapear la superficie
del cuadrado de lado 27, que ha sido mencionado antes, sobre la superficie
de un toro. Esta superficie tendrd como pardmetros ¢y 6.

Las ecuaciones paramétricas que definen la superficie de un toro son
las siguientes, siendo Ry el radio mayor del toro y r¢su radio menor.
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Figura 3.1: Espacio de fase definido por ¢y

=cte

Figura 3.2: Cuadrado mapeado sobre la superficie de un toro
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 X(o,0)

Figura 3.3: Solucién sobre el plano ¢0

x = [rosinf + R cosyp
y = [rosin@ + Ry]singp (3.4)
z = rgcost

Para representar la solucion sobre la superficie del toro no tenemos
mas que sustituir ropor ro + z(t) en (3.4), asi como los dos pardmetros que
definen dicha superficie por ¢ = Qt y § = t, con lo que se obtendria (3.5),
que es la descripcién en paramétricas de la curva de la solucién, siendo el
pardmetro ¢. Los valores correspondientes a z(¢) < 0 estardn en la parte del
espacio que encierra la superficie y los valores de la solucién que cumplan
x(t) > 0 estaran fuera.

x = {[ro+x(t)]sint + Ry} cos ()

y = A{[ro+ z(t)]sint + Ry} sin (Qt) (3.5
z = [ro+x(t)]cost
Simplificamos un poco mds. Supongamos que f(z) = —bz y ademads

anulemos las excitaciones externas haciendo R = r = 0. Sabemos por
los resultados obtenidos en el capitulo anterior que la solucién correspon-
diente a este caso es una exponencial debida al transitorio que acaba ex-
tinguiéndose. En este caso la solucién acabara rondando sobre la superfi-
cie del toro al ser z(¢) ~ 0 para valores suficientemente grandes de ¢. A
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Figura 3.4: Solucién sobre la superficie de un toro

medida que se vayan aumentando las amplitudes de las excitaciones las
soluciones se alejardn y acercardn a la superficie previamente mencionada.
Como ejemplo se representa la solucion sobre el el cuadrado de lado 27 y
se compara con su equivalente sobre la superficie del toro. Se eligen los
siguientes valores numéricos como condiciones iniciales, zo = 0, o =0y
o = 0. Es obvio que la solucién para la ecuacién de x es siempre nula, sin
embargo no sucede lo mismo para ¢ = Qt y = t. Las fases se representan
tomando médulo 27. Elegimos también una relacion de frecuencias Q = §.

En la figura 3.5 representamos los posibles valores que pueden tomar ¢
y 6 sobre el cuadrado de lado 27. Observandola es facil darse cuenta que la
frecuencia correspondiente al segundo forzamiento es mds rapida que la
del primero; en efecto: cuando ¢ toma valores en el intervalo [0, 2), 6 hace
lo mismo pero ocho veces. Asimismo, en la figura 3.6 se incluye la grafica
correspondiente a representar la trayectoria de la solucién en el espacio
tridimensional sobre la superficie de un toro. En ella podemos comprobar
como la trayectoria, al dar una vuelta completa en el sentido de variacion
del parametro ¢, da ocho en el sentido de 0. Este hecho esta directamente
relacionado con la eleccién de la relacion de frecuencias 2 = .

Recordemos que en este caso §) corresponde a la relacién de frecuen-

cias de la ecuacién sin normalizar, i.e. Zj—; = % Este ntiimero se conoce con
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Figura 3.5: ¢ con respecto a § para 2 = 1

1
8

Figura 3.6: Trayectoria de la solucién en el espacio para {2 =
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Figura 3.7: ¢ con respecto a ¢ para ) =

el nombre de ntimero de rotacién. Como se puede observar en la figura
3.6, la trayectoria de la solucion corresponde a una curva cerrada. Esto es
siempre cierto cuando elegimos una relacién de frecuencias racional. Sin
embargo, si se hubiese elegido una relacién de frecuencias no racional el
resultado habria sido distinto. Como ejemplo repetimos el ejemplo anteri-
or, pero esta vez tomando una relacién de frecuencias 2 = £! = @

Enla gréfica 3.7 podemos observar coémo el cuadrado se cubre de lineas,
hasta casi cubrirlo por completo. Esto es lo que ocurriria si fuese posi-
ble, mediante el uso del ordenador, la representacién de ntimeros irra-
cionales. Realmente seria imposible cubrirlo por completo, puesto que en-
tre dos nimeros irracionales cualesquiera siempre hay otros niimeros irra-
cionales. Lo que extraemos de aqui es que para una relacion de frecuencia
irracional la trayectoria no se cerrarfa. Se puede comprobar este efecto si
observamos también la figura 3.8, donde puede verse como la trayectoria
gira a lo largo de la superficie del toro sin cerrarse.

Podemos decir que la superficie del toro forma un atractor, ya que las
trayectorias tienden a acabar pegadas a él. Pero volvamos por un momen-
to al ejemplo en el que Q = ;. Las gréficas anteriores se habian dibuja-
do bajo el supuesto de que ambas excitaciones eran nulas. Vamos a hacer
ahora que una de ellas no lo sea ddndole, por ejemplo, el valor R = 1.
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Figura 3.8: Trayectoria de la solucién en el espacio para 2 =

El efecto de aumentar la amplitud de uno de los forzamientos serd, como
se puede comprobar en la grafica (3.9) en una deformacién del atractor
del que habldbamos antes. La adicién de una segunda excitacién externa,
haciendo » > 0, hace que el atractor se deforme atin més. También hay
que tener en cuenta cudles son las zonas que entran en juego. Sin embar-
go este punto sera objeto de estudio en los capitulos siguientes, cuando se
analicen los casos bizonal y trizonal.

En la figura 3.9 podemos observar que la amplitud de la solucién varia
segun los valores que tomen ¢ y 0.

3.3. Seccion de Poincaré

Hasta ahora, hemos descrito la solucién del sistema como una evolu-
cién continua en el tiempo. Una forma alternativa de aproximarse al pro-
blema es observar el valor de la solucién en ciertos intervalos discretos de
tiempo T'. Esta técnica es la que se aplica cuando se filma una secuencia,
por ejemplo, cuando un movimiento continuo es simulado aproximada-
mente por medio de muestras durante intervalos de tiempo constante. De
esta forma, una funcién continua x(t), tal es el caso que nos ocupa, con-
tiene una cantidad “infinita” de informacién puede ser reemplazada por
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Figura 3.9: Trayectoria de la solucion en el espacio paraQ =  y R =1

una secuencia discreta de puntos

x(to), x(t1), ...x(ty), ... (3.6)
donde

t=ty+kKI'  (k=1,2,..) (3.7)

Para asegurar que no se pierde informacién fundamental en la evolu-
cién de la trayectoria, es importante elegir un parametro de discretizacion
T adecuado.

En nuestro caso se van a elegir como instantes en los que tomamos la
muestra de z(¢) aquellos en los que se cumpla que:

to=2kr  (k=0,1,..) (3.8)

Como antes habiamos normalizado la escala del tiempo, en la resolu-
cién de la ecuacion escalada ¢ es el valor del argumento del segundo forza-
miento, es decir 6. Podemos enfocar este hecho de dos formas:

» Viendo la solucién frente al tiempo, esto no es més que tomar mues-
tras de la solucién z(t = ty).
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Figura 3.10: Muestreo de la solucién z(t = t)

» Usando la definicién de la curva dada por (3.5) se representa sobre la
superficie de un toro con pardmetros ¢, ¢ y radios mayor y menor R,
y rorespectivamente, tal y como se describe en (3.4). A continuacién
se dibuja un cilindro con radio Ry, el cual es una superficie en la que
el parametro ¢ del toro es constante e igual a cero (lo que equivale a
decir que § = 2kr (k = 0,1, ...)). Las intersecciones con la superficie
del cilindro que se encuentran marcadas mediante pequefios circu-
los y nombradas como zx en la figura (3.11) . Imaginemos que abri-
mos el cilindro conservando las marcas que han dejado las intersec-
ciones antes mencionadas y lo proyectamos sobre un plano; entonces
veriamos que éstas coinciden exactamente con las correspondientes
a los instantes t; de la figura (3.10).

Podriamos representar estos valores como una secuencia zx = z(t =
tx), sin embargo esto no nos aportaria tanta informacién como en el caso
de representar estos valores de forma que estuviesen representados frente
al valor de ¢ = Qt correspondiente. Podemos calcular estos valores de ¢y
a los cuales corresponde un valor zy y podremos representar los pares de
puntos (zx, ¢x) sobre el plano.

Yk = gp(t = tk) = th = 2kn(2 (39)
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Figura 3.11: Trayectoria de la solucion en el espacio para Q= 1 y R =1

Si se toma moédulo 27 en 3.9 entonces es posible representar estos valores
de zy dentro del intervalo ¢ = [0, 27).

Definiremos la aplicacién de Poincaré como:

Hk(xm SOn) = (xn—i-ka ‘Pn—i—k) (3.10)

Si se ha alcanzado el estado estacionario, sucesivas representaciones
de estos puntos coincidirdn con puntos dibujados con anterioridad a par-
tir de un cierto indice k. Otra particularidad que podemos decir sobre es-
tos puntos es que, en esta forma de representacién es que el nimero de
puntos que aparecerd en la gréfica corresponde con el denominador de la
relacion de frecuencias 2 = 4. Podemos comprobar esto si observamos
las graficas. Este método de representacion es llamado a menudo técnica
estroboscépica. Su ventaja es obvia: la solucién estacionaria esta represen-
tada por puntos fijos. Ademds hemos reducido el orden del sistema en
uno (si bien originalmente el sistema era de una sola variable de estado,
aunque lo ampliamos a uno de tres de forma artificial).
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Algunas consideraciones sobre el nimero %

Uno de los objetivos de este trabajo es analizar el comportamiento en
un oscilador doblemente forzado cuando existe una relacién de frecuen-
cias irracional, con lo que tendriamos una excitacion cuasi-periddica. Para
ello hemos elegido W = @ como dicha relacién.

Si dividimos un segmento de tal forma que la razén entre la seccién
mas larga a con la longitud total [ sea la misma que la existente entre la

longitud de la més corta y la longitud total [ , es decir

a_l—a

I a
Esta division del segmento de longitud [ de esta forma recibe el nombre
de seccion durea. Para la fraccion %, se deduce la relacion

()41

Solo el valor positivo § = @ es posible como solucién.
Los ntimeros irracionales contenidos en el intervalo (0, 1) pueden ser

representados por fracciones continuas infinitas, definidas como

W=—— —<nmyny...> (3.11)

donde n; son ndmeros naturales. Al truncar esta fraccién después de un
numero finito de lugares ny, se obtiene un fraccién continua finita corres-
pondiente a un nimero racional. La seccién durea W tiene una repre-
sentacién como fraccién continua particularmente sencilla

1
——=<111...>. (3.12)
1+1+—1

1+---

W =

Directamente de esta ecuacién podemos extraer la relaciéon

1

We=—
G 1+WG7

(3.13)

ue puede ser reescrita como W2 + Wg — 1 = 0 y tiene la solucién Wy =
y
@. Ahora podemos aproximar W por la secuencia de ntimeros racio-

nales deducidos mediante truncacién de la fracciéon continua definida en
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(3.12).
Wi=<1>=1
Wy =<11>= 15
Ws=<111>=

1
2
1
T
1+ 1+1

=2
— 3

etc.

Tradicionalmente, en cdlculo numérico y experimentos, se ha elegido
W preferentemente como ntimero de rotacién, debido a que posee la re-
presentacién en forma de fraccion continua mas sencilla, con la caracteris-
tica de que la secuencia de ntiimeros racionales IV, resultante de la trun-
cacion de la fraccion continua infinita es la secuencia con el incremento
monoténico més pequefio de los denominadores y por ello converge hacia
We de forma bastante lenta.

3.4. Caracterizacion de atractores con la ayuda de
la autocorrelacion y el espectro de densidad
de potencia

En las secciones anteriores nos hemos limitado a ver la solucién de la
ecuacion como una secuencia temporal: representdndola como una sefial
continua en el tiempo, o tomando muestras de esta sefial. También ha sido
representada en el espacio de fases, si bien esto no deja de ser otra forma
de ver la evolucién temporal de la solucién. Pero en lo que estamos in-
teresados es en obtener un criterio que nos permita caracterizar de forma
inequivoca la naturaleza del atractor que se obtiene al resolver la ecuacion
que nos ocupa. En primer lugar presentamos dos métodos cldsicos que es-
tan relacionados el uno con el otro, concretamente la autocorrelaciéon y el
espectro de densidad de potencia.

3.4.1. Autocorrelacion

Una herramienta muy usada en procesado de sefial es la correlacién de
dos funciones f,y fo

—+00

corr(fi1, fo) = fit 4+ 7) fa(t)dt (3.14)

—0o0

Haciendo uso de esta definicion, definimos la autocorrelacién de una senal
como la correlacion de ella consigo misma:
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40f .

Figura 3.12: Autocorrelacion de un movimiento caético

—+00

corr(f, f) = ft+7)f(t)dt (3.15)

La ecuacion (3.15) define la interrelacion de la sefial con ella misma en

dos instantes de tiempo distintos, t y ¢ + 7, y es una funcién del desplaza-

miento temporal 7. Se puede decir que medimos el parecido de la sefial
consigo misma a lo largo del tiempo.

Para sefiales periddicas se define la autocorrelacién como el valor medio

+T
a(r) = lim — flE+7)f(t)dt (3.16)

Esta autocorrelacion media a(7) puede ser usada para caracterizar atrac-
tores extrafios. Consideremos un sistema que para ¢t — oo desemboque en
un comportamiento caético; en tal caso, la correlaciéon temporal entre f(¢)
y f(t + 7) se desvanece gradualmente, i.e. a(7) — 0 para 7 — oc. Esto
significa que en el tiempo, el sistema pierde la memoria de los estados
iniciales. Podemos ver este efecto en la figura 3.12.

Por otra parte, si f(t) se trata de un ruido blanco, es decir, de un com-
portamiento estocéstico y totalmente aleatorio; entonces no hay conexién
entre la sefial en el instante ¢ y ¢ + 7. Representando la autocorrelacién
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Figura 3.13: Autocorrelaciéon de un movimiento aleatorio

(ver figura 3.13) observamos que esta presenta un tnico picoen 7 = 0y
después vale cero para los demads valores de 7.

3.4.2. Espectro de densidad de potencia

Otra forma de analizar el problema es haciendo uso del espectro de
densidad de potencia, que se define como:

(3.17)
donde F'(w) es la transformada de Fourier de la sefial, a saber:

400

f(t)e ¥t dt

—00

Fw)=

(3.18)

Esta medida esta intimamente relacionada con la autocorrelacién, pues

es la transformada de Fourier de esta tltima. Es decir, si a(7) es la auto-
correlaciéon de f(t), entonces se da la siguiente relacion:

P(w) = /_+°O a(T)e “Tdr

o0

(3.19)
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Atractor PSD Autocorrelaciéon

punto fijo

ciclo limite

toro

atractor extrano

ruido blanco

Cuadro 3.1: Clasificacion de atractores
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Si queremos analizar y clasificar un proceso dindmico que depende de
un parametro de control, el espectro de densidad de potencia es particu-
larmente apropiado para el reconocimiento de posibles desdoblamientos
de periodos o de la apariciéon de nuevas frecuencias base. ;Cémo se puede
distinguir caos determinista de un proceso periédico o de un ruido blan-
co? En el caso de un comportamiento completamente aleatorio, no hay;,
por definicién, conexion entre las sefiales en varios puntos en el tiempo,
i.e. la autocorrelacion estd formada por un tnico impulso en 7 = 0.

Por otra parte, el comportamiento caético estd caracterizado por el he-
cho de que el espectro de densidad de potencia estd formado por una ban-
da ancha continua de frecuencia, posiblemente acompafiada por singu-
lares picos caracteristicos. Ademads la autocorrelacion muestra claramente
que la memoria del estado inicial se pierde gradualmente, es decir, la rela-
cién entre dos sefiales en los instantes ¢ y t+7 tiende a cero para diferencias
de tiempo 7 lo suficientemente grandes.

Por ultimo, es importante notar que, debido a la necesidad de utilizar
métodos numéricos para la obtencion del espectro de densidad de poten-
cia es posible que algunas caracteristicas que nos permiten la clasificaciéon
de atractores no se haga visible. Por ejemplo, se usa el algoritmo de la FFT
para calcular la PSD y ademas se tiene la limitacién de no poder realizar
los calculos con una secuencia infinita de valores en el tiempo, tal y como
se desprende que deberia ser viendo la definicién de densidad espectral
de potencia en (3.19).

3.5. Laaplicaciéon de herradura

La aplicacién de herradura es el paradigma de los mapas caéticos. Su
dindmica puede ser actualmente analizada; su naturaleza cadtica estd bien
definida y es bien comprendida. Un método para probar que un sistema
es cadtico consiste en comprobar si contiene una herradura.

En el caso de nuestro sistema, tomaremos un conjunto de condiciones
iniciales y obtendremos el valor de la imagen de esos puntos mediante
una aplicaciéon que consistird en integrar la solucion de la ecuacién dife-
rencial hasta que se dé una condicién; mds concretamente, hasta que se dé
la condicién 6 = 2km, k = 0, 1, 2, ..., n. Estamos representando la seccién de
Poincaré de nuestro sistema sobre el plano [¢, z|. El método consistird en
tomar en un conjunto de puntos de dicho plano que formen un rectdngulo
y observar su imagen una vez hayamos iterado una vez para encontrar
la solucién de la ecuacién. Explicamos paso por paso cudl es el método a
seguir:
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tomar un cuadrado: comprimir: doblar:

Figura 3.14: Aplicacion de herradura

» Tomamos varias condiciones iniciales, (¢, z) € [¢™M), 2] x [, 2(3)].

= Resolvemos la ecuacion diferencial para cada una de estas condi-
ciones iniciales y obtenemos el valor de la solucién para la primera
iteracién en la integracién de la solucién, es decir, para 6|, _, =
2km|, _, = 2m.

= Representamos todos estos puntos sobre el plano (¢, ) y observa-
mos la interseccién con el rectdngulo original de condiciones ini-
ciales.

3.5.1. Definicién de la aplicacién herradura

Sean 0 < A < £y 2 < p. Sea:

D = [0,1 x[0,1]
Hy = {(z,y)[z€0,1], y €a,a+1/p]} (3.20)
Hy = {(z,y)[z€0,1], y € [b,b+1/u}

conaybtalesqueb+ . <a<l—_yb>0.
La aplicaciéon de herradura f mapea cualquier punto que esté fuera
de Hy, fuera del cuadrado D y acttia linealmente sobre H,; como sigue
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(eligiendo a, b, A, B apropiadamente):

se = ()4 (5 0)(0) vt e

flay) = (beil)Jr(—O Ou)(:;) vara (e.y) ¢ 1, @2
f(z,y) ¢ D para(z,y) ¢ HyUH,

y por tanto:

Vo = f(HO) = {(Jf,y)lyE[0,1],1’6[/1,14-1—)\”
Vi = f = {(z,y)|ly€0,1], z € [B,B+ A}

3.6. Exponentes de Lyapunov

Siguiendo la discusién sobre la autocorrelacion y el espectro de poten-
cia, presentamos un criterio mds para distinguir atractores: los exponentes
de Lyapunov. En el caso de la autocorrelacion y el espectro de potencia,
la informacién bésica es obtenida mediante histogramas; el método para
determinar los exponentes de Lyapunov hace uso del comportamiento ex-
ponencialmente divergente o convergente de trayectorias vecinas en el es-
pacio de fases.

El concepto de los exponentes de Lyapunov nos permite hacer afirma-
ciones considerando la estabilidad de ciertas trayectorias. Los atractores
normales (el punto fijo, el ciclo limite y el toro) poseen tal fuerza atractiva
que todas las trayectorias vecinas en una zona préxima convergen asintoti-
camente en el atractor y las érbitas vecinas quedan igual. Los atractores
extrafios también atraen todas las trayectorias en una particular cuenca
de atraccién; sin embargo, en el atractor, trayectorias que originalmente
estaban proximas unas a otras divergen exponencialmente. Asi pues que-
da claro que es posible clasificar los distintos tipos de atractores en fun-
cién del comportamiento, en cuanto a estabilidad se refiere, de un sistema
dindmico.

Tomando una trayectoria de referencia x,.(t)para la cual se satisface que
x,(t) = F(x,), observamos una trayectoria vecina a una distancia infinite-
simal que corresponde a una pequefia perturbacion inicial x(¢,). Estamos
interesados en el comportamiento asintético (¢ — oo) de la perturbacién
x(t); expandimos F(x) en una serie de Taylor en las proximidades de x, ().

x(t) = %.(t) +x(t) = F(x.(t) +x(t))
= F(x,(t)+ &

X
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Ignorando los términos de orden superior en x(¢), se obtiene un sis-
tema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas que tiene una ma-
triz de coeficientes dependientes del tiempo.

x(t) = g—z x(t) (3.22)

xr(t)

Se puede demostrar que la soluciéon x(t) existe para cada condicién
inicial (o, X(¢y)) con la condicién de que F(x) sea continuamente diferen-
ciable. Este sistema posee un vector fundamental de n soluciones y una
matriz fundamental ®(¢, t,) tal que la ecuacién (3.22) puede ser expresada
formalmente como

x(t) = ®(t, to)x(to) (3.23)

Esta relacion puede ser interpretada como un mapa lineal de dos espa-
cios vectores. Por medio de la matriz ®(t, ¢;), el vector x(¢,) perteneciente
al espacio tangente [Eydel flujo en el punto x, () es mapeado en el vec-
tor imagen X(t) asociado con el correspondiente espacio tangente E; en el
punto X,.(t), donde

D(ty, tg) = P(ta, t1)P(ty, to)

se aplica. El exponente de Lyapunov del vector x(¢) con respecto a la
trayectoria de referencia x,(t) estd dado por

1 X (t 1
Ox,(X) = limsup — In |~X( ) = limsup — In |x(?)| (3.24)
t—o0 ’X< 0)‘ t—o00 t

Para garantizar que oy, es finito, suponemos que

lim sup ! In|®(t, tg)| < 00
t—oo L

La idea bésica es que la influencia del transitoria se vuelve irrelevante
una vez hemos tomado la media de las perturbaciones infinitesimales con
respecto al tiempo para ¢ — oo y nos fijamos en que solo el comportamien-
to a largo plazo conserva su significado.

Dos caracteristicas importantes se derivan de la definicién de la ecuacion
(3.24):

i. siseleccionamos cualquier nimero real ¢ # 0, entonces

0x, (%) = 05, (X) (3.25)
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ii. delas caracteristicas de espacios vectores lineales

Ox, (5(1 + 5(2) S HléX{O’xT (5{1), Ox, (5(2)} (326)

La definicién de (3.24) es atin insatisfactoria en dos aspectos: primero,
seria preferible reemplazar el limite superior por un limite ordinario; se-
gundo, debido a las ecuaciones (3.22) y (3.23), 0 no s6lo depende de la
direccién de la perturbacién inicial X(¢y) sino también de la trayectoria de
referencia seleccionada X, (t).

Volvamos a las propiedades (3.25) y (3.26) para el exponente de Lya-
punov o. Se extrae directamente de estas relaciones que todos los vectores
x para los cuales el exponente de Lyapunov es menor o igual que un cierto
numero real r, i.e. 0(x) < r, forman un subespacio vectorial E,. De esto se
puede deducir que el exponente de Lyapunov que depende de x puede
tomar como mucho n valores diferentes, donde n < dimE, coincide con
la dimensién del espacio de fases. A estos n valores se les designa con el
nombre de espectro de los exponentes de Lyapunov y pueden ser ordena-
dos de acuerdo con su magnitud.

01> 09 > ... > 0p

Asumimos que esta secuencia contiene precisamente s valores diferen-
tes que denotamos con vy
Vg > Vg > > U (1<s<n)
Siguiendo las consideraciones anteriores, a cada v le pertenece un es-
pacio vectorial
Ly={x€Ey con o(x)<w}

Estos s subespacios lineales encajan uno en otro

Eoeli DLy, D ... DL

Podemos determinar una base {ei, e, ..., e,} en E, de tal forma que
los vectores de la base se extienden a los supespacios. Obviamente, esta
base no es determinable de forma tinica; sélo tiene que satisfacer la condi-
cién de que perturbaciones en la direccién de los vectores de la base cum-
plan que

a(ei) = 0j (1 = 1, ceey 1’1) (327)
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Figura 3.15: Subespacios lineales y vectores de la base para el calculo de
los exponentes de Lyapunov

Comenzando desde el subespacio LLs con la dimensién maés baja, pode-
mos seleccionar los vectores de la base de tal forma que forman una base
ortonormal. Es ahora facil deducir que en general, para cualquier per-
turbacién, el mayor exponente de Lyapunov o, aparece. Con esto, expre-
samos la perturbacion de la forma

X = c1€] + €9 + ... + chey

y, debido a las ecuaciones (3.26) y (3.27), obtenemos que o(x) = o0, para
c¢1 # 0. Podemos reconocer de la figura que 02 < o3, por ejemplo, s6-
lo apareceria si x € Ly y 03 < 05 s6lo si x € Ls. Sin embargo, esto no
puede conseguirse nunca con exactitud con célculo numérico, de las que
normalmente se depende para el calculo de los exponentes de Lyapunov.
Inevitablemente, errores numéricos generaran una componente en la di-
reccién de e; que se amplificard exponencialmente.

Ahora la cuestion es como determinar los otros exponentes de Lya-
punov o; < oy (i = 2,3,...,n). En este punto introducimos el concepto de
los exponentes de Lyapunov de orden p-ésimo. La cantidad o definida en la
ecuacion (3.24) se denomina con el nombre de exponente de Lyapunov
de primer orden. En este contexto, observamos la expansién o contracciéon
media en una direccion, i.e., a lo largo de un vector. Ahora, en el caso del
concepto generalizado de exponentes de Lyapunov de orden p-ésimo es-
tudiamos la razén de crecimiento medio exponencial del volumen V, de
un paralelepipedo p-dimensional en el espacio tangente E, y definimos

1. Vo(t)

P (V) =i Zlp =L
g 1111 sup n
R o
Asumimos de nuevo que el limite existe, es finito y que toma el mismo
valor para casi todas las trayectorias pertenecientes a la cuenca de atrac-
cién de un atractor, de tal forma que podemos prescindir del subindice
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{_7_7_} {07_7_} {0307_} {+707_}

Cuadro 3.2: Clasificacion de atractores en el espacio de fase tridimensional
por medio de los exponentes de Lyapunov

x,. Si consideramos un paralelepipedo definido por la base ey, e, ..., e,
entonces

c®(V,) = aler) + o(es) + ... + o(ep) (3.28)

es decir, el exponente de Lyapunov de orden p-ésimo es igual a la suma
de los correspondientes valores de o de primer orden. Esta relaciéon forma
la base para el célculo de los exponentes de Lyapunov de orden p-ésimo.
Dependiendo de la eleccion de los p vectores de la base, existen p < n posi-
bilidades alternativas para construir los paralelepipedos p-dimensionales.
Por ejemplo, para p = 2 y n = 3 existen tres posibilidades (ver figura),
concretamente las tres caras laterales del paralelepipedo. Asi pues

@V, = uno de los valores del conjunto {oy + 02, 092 + 03, 03 + 01}

Una vez més, observamos que en el transcurso de un cdlculo mediante
métodos numéricos, el valor mds grande posible aparece tal que o™ (V},)
parece depender sélo de la dimensién p, y no del paralelepipedo elegido
arbitrariamente. Podemos expresar entonces (3.28) de forma mads precisa
como

o® =g, + 09+ ..0p

De aqui se desprende que si conocemos los exponentes de Lyapunov
de orden p para p = 1, ...,n, podemos determinar todos los exponentes de
Lyapunov de primer orden sucesivamente a partir del siguiente conjunto
de ecuaciones
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0'(1) — 0'1
c? = og14+00 = oy=0® ¢
oW = g +oyt..ton = op=0c gl

Podemos ahora extraer algunas conclusiones importantes de las carac-
teristicas de los exponentes de Lyapunov:

i

il.

Se puede demostrar que para todas las trayectorias que no terminen
en un punto fijo, al menos un exponente de Lyapunov es cero. Para
probar esto, observamos la perturbacion a lo largo de la tangente a
la trayectoria x(t) = x(?).

Los exponentes de Lyapunov nos ayudan a distinguir entre los dis-
tintos tipos de atractores. La figura 3.2 presenta los tipos posibles
de atractores para un espacio de fase tridimensional asi como los
correspondientes exponentes de Lyapunov (o1, 02, 03). Un punto fi-
jo posee tres exponentes de Lyapunov negativos; un ciclo limite esta
caracterizado poro; = 0,03 <02 <0, mientras que para un toro se
obtienen oy = 09 = 0y 03 < 0. Un movimiento cadtico en un atrac-
tor extrafio se caracteriza por un exponente de Lyapunov positivo
o1 > 0asicomoporoy =0yo3 <0

Un exponente de Lyapunov positivo o; > 0 caracteriza la divergen-
cia exponencial de las trayectorias. Puesto que un atractor extrafio sélo
ocupa una parte restringida del espacio de fase, sin embargo, el crecimien-
to exponencial no es posible en todas direcciones; las contracciones deben
ocurrir por necesidad. Este comportamiento es reflejado por un exponente
de Lyapunov negativo o3 < 0. Puesto que las trayectorias que estaban
originalmente préximas divergen exponencialmente, un sistema cadtico
se muestra muy sensible a pequefias desviaciones en las condiciones ini-
ciales.



