Capitolul 2

Structuri topologige
remarcabile

2.1 Spatii metrice

Analiza matematica studiaza structurile topologice, adica acele structuri
care permit definirea notiunii de limitda. Am vazut cd, pe dreapta reala,
limita unui gir a putut fi definitd dupa ce, in prealabil, s-a definit familia
de vecinatati a fiecarui punct. Aceastd familie (asociatd fiecirui punct) are
anumite proprietati, cum ar fi aceea ca intersectia a doua vecinatati este
tot o vecinatate a punctului respectiv. Definirea unei structuri topologice
intr-un spatiu abstract se poate concepe in mai multe moduri (v. e.g. [16],
[15]). Unul dintre acestea se bazeaza pe notiunea de distantd.

Definitie Fie F o multime nevida. O functie d: F x ' — IR se numeste
distantd sau metricd pe F daca verifica urmatoarele proprietati:

1. d(z,y) > 0, pentru orice z,y € K, si d(z,y) =0 z = y;
2. d(z,y) = d(y, z) pentru orice z,y € F;
3. (inegalitatea triunghiului) pentru orice z,y, z € F avem

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Dubletul (F,d) se numeste spatiu metric.
O multime de forma

B(z,r)={ye F| dly,z)<r},z € E, r>0
se numeste bild deschisd de centru x gi razd r, iar
B'(z,r)={ye E|d(y,z)<r},z€E, r>0

35
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se numeste bild inchisd de centru x gi razd r.
Vecinatate a unui punct z € F este orice multime ce contine o bila deschisa
de centru z.

Exemplul 2.1. 1. Fie F # § o multime oarecare pe care definim distanta:

1 dacaz
d(r,y) = { -

0 dacaz=uy

iar un astfel de spatiu metric se numeste discret.

2. Se considera F = R si d(z,y) = |z — y|, z,y € R. Bila deschisa B(z,r)
este intervalul deschis (z —r, 4+ r) care induce topologia obisnuita de pe RR.

3. Se considerd E = R? cu distanta euclidian, i. e. pentruz = (z1,22,...,24)
siy = (1,92, ...,Yd) se pune

(2.1)

Proprietatile 1 si 2 ale distantei se verificad imediat, iar proprietatea 3 (ine-
galitatea triunghiului) i. e.

d d d

Z(ﬂﬁk —y)? < Z(mk — )2+ Z(Zk — )2

k=1 k=1 k=1

revine la cunoscuta inegalitate Cauchy-Buniakovski. Intr-adevar, dacd punem
ap = xp — 2k, by = 2z — yp si se ridica la patrat, atunci se obtine inegalitatea

echivalentd
d

2 d d
(ewne) < (Xt)(X )
k=1 k=1 k=1

care este chiar inegalitatea amintitd. Pentru a o demonstra se considera
functia de gradul 11

d
$(z) = Y _(arz +by)?

k=1
d d d
- (Z ai) 2242 (Z akbk) T+ (Z bi)
k=1 k=1 k=1

care este pozitiva pentru orice z € IR. Inegalitatea doritd se obtine scriind
ca discriminantul lui ¢ este negativ.

4. Fie A # 0 si F = M(A) multimea functiilor marginite f: A — R
(i.e. multimea f(A) este marginitd sau echivalent, (3) M > 0 astfel incat
|f(z)] < M, (V) z € A). Pentru orice f,g € E definim

d(f,g9) = igglf(l‘) —g(2)] (2.2)
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Distanta (verificati cd este distantd !) astfel definitd se numeste distanta
convergentei uniforme (v. [12], [2]).
5. Fie £ = R? si notdm cu d distanta euclidiani. Pentru p, ¢ € E definim

. d(p,0) +d(q,0) dacd p#q

d*(p,q) = { }
0 daca p=g¢

unde O = (0, 0) este originea.
Acestd distanta (verificafi !) este numita “distanta oficiului postal”; pentru
aceasta trebuie s3 ne imaginam ca o scrisoare, pentru a ajunge din p in ¢,
trece pe la oficiul pstal O, sau cenzura din O, funtie de privilegiile serviciilor
secrete ([20]).

Convergenta unui sir de puncte din spatiul metric (F, d) se defineste simi-
lar cu convergenta unui sir de puncte din IR, in cele trei variante echivalente
(demonstratia echivalentei se face la fel ca si in cazul sirurilor de numere
reale).

Definitie. Se spune ca sirul (z,,n € IN*) de puncte din F este convergent
catre z € F daca este verificatd una dintre urmatoarele conditii echivalente
intre ele:

a) (definitia cu vecindtdti) In orice vecinatate V' a punctului X se gasesc
toti termenii sirului (z,,n € IN*), incepand de la un anumit rang (sau
echivalent, cu exceptia unui nudr finit de termeni).

b) (definitia cu €) Pentru orice € > 0 exista un rang N (e) astfel incat
d(z,,z) < ¢ oricare ar fi n > N (e).

c) (echivalare cu un gir numeric)

lim d(z,,2)=0

n—oo

Similar cu cazul real se defineste sirul Cauchy.

Definitie. Se spune ca sirul (z,,n € IN*) este un gir Cauchy daca,
pentru orice € > 0 existd un rang N (e) astfel incit d(z,,,z,) < € oricare
ar fi m,n > N(¢) (sau echivalent, d(z,4,,z,) < € oricare ar fi n > N (¢) si
p>1).

Datorita inegalittii

Ay, ) < d(zp,2) + d(24, ©)

rezultd ca orice sir convergent este sir Cauchy. Reciproca acestei afirmatii
nu este in general adevarata.

Definitie. Spatiul metric (F,d) se numeste complet dacad orice sir Cauchy
este convergent.
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Teorema 2.1. Fiex, = (27,2%,...,25), n=1,2,... un sir de puncte din
R%.
1. Sirul (z,, n € N*) converge citre ® = (z1,29,...,249) € R? dacd
si numai dacd componentele sale, i.e. (z7, n € N*), j =1,2,...,d,
reprezintd giruri convergente respectiv cdtre x;, j=1,2,...,d.

2. Sirul (z,,, n € IN*) este Cauchy dacd §i numai dacd a componentele

sale, i.e. (x%, n € N*), j =1,2,...,d, sunt siruri Cauchy.

3. Spatiul metric R? inzestrat cu metrica euclidiand (v. (2.1)) este com-
plet.

Demonstratie. a) Presupunem cd @, — « si fie ¢ > 0. Rezulta cd exista un
rang N (e) astfel incat

d(z,,z) <e¢ (V)n> N(e¢
Prin urmare, din inegalitatile evidente (v. (2.1))

|27 — ;] < d(z,2), j=1,2,...,d

deducem
|27 —zj| <€ j=1,2,...,d

adica
=z, j=1,2,...,d

Reciproc, presupunem ca
x? — xj,(‘v’)j: 1,2,...,d.

Atunci pentru (V) € > 0, existd rangurile Ny (€), Na(¢), ..., Ng(¢) astfel incat

|27 — i < ~=, (V) n > Nj(e), j=1,2,...,d

Nz >

Dacd punem N(e¢) = max{Ni(€), Na(e),..., Nq(€e)}, atunci, pentru n >
N (e), avem

adica x, — @.

b) Demonstratia este similara cu cea de la a).

c) Este o consecind a punctelor a) si b) precum si a criteriului general al
lui Cauchy pentru siruri de numere reale. O
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Exemplul 2.2. 1. Pe multimea numerelor complexe C se definegte
distanta

d(Zl,ZQ) = |Zl — 22| = \/((Ll — 02)2 + (bl — b2)2, 21,29 € C (23)

unde a; = Rz;,b; = Sz, 1 = 1,2. Acesta este un spatiu metric complet,
demonstratia fiind aceeasi ca si pentru IR? ( se spune cd spatiile metrice C
si R? sunt homeomorfe, v. sectiunea 2.3).
2. Orice spatiu metric discret este complet deoarece un sir Cauchy este
constant incepand de la un anumit rang, deci convergent.
3. Pe multimea @ a numerelor rationale consideram distanta indusd de pe
IR D Q. Spatiul metric obtinut nu este complet. Intr-adevar, fie (z,,n €
IN*) un sir de numere rationale convergent citre /2. Acest sir este Cauchy
in IR, deci si in @. Daca @ ar fi complet atunci ar rezulta ca z, — z, cu
z € @, ceea ce este o contradictie pentru ca, limita fiind unicd, ar antrena
z = /2 adicid V2 ar fi rational.

Observatia 2.1. Convergenta in spatiul M (A) este echivalentd cu convergen-
ta uniforma pe A, ceea ce justificd denumirea acestei distante.

Teorema 2.2. Spatiul M(A) este complet.

Demonstratie. Fie (f,, n € IN*) unsir Cauchy in M(A). Deoarece pentru
orice z € A, avem |f4,(2) — fu(2)| < d(frtp, fn), (v. (2.2)), rezultd ca sirul
de numere reale (f,,(z),n € IN*) este Cauchy, astfel ca el va converge cdtre
un numar real care depinde de z, pe care il notam f(z). In acest fel s-a
definit o functie f: A — R. Mai intai vom ardtaca f € M(A). Intr-adevir,
deoarece (f,) este Cauchy rezultd cd existd un rang N astfel incat

Wty J2) = S0P (&) = Fula)| < 1, (V) p2 1, ()2 N

Punand n = N avem
|n4p(z) = ()] <1, (V)z e A, (V) p = 1.
Fdcand p — oo si tinand cont ca fyyp(z) = f(z), rezultd
|f(z) = fn(z)| <1, (V)z e A

adica
|f(2)| <14 |fa(z)], (V)2 € A

Deoarece fx este o functie marginita, rezultda f € M(A). Acum vom ardta
cd fn — f in M(A). Intr-adevdr, deoarece sirul de functii este Cauchy,
pentru orice € > 0 existd un rang N (¢) astfel incét

d(fn+p7fn) = Sgglfn-}-p(r) - fn(r)| < %7 (V)P Z 17 (V) n Z N(G)
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Asadar
rtn(@) = Ja(2)] < 5, (Vz € A, (V)p 21, (V) n 2 N(o).
Ficand p — oo, obtinem
@)= fo@)| € 5, (a € A, (V)02 N(Q
astfel ca

d(fn, f) <€, (Y)n > N(e).
O

Corolarul 2.1. (Criteriul lui Weierstrass.) Fie (u,, n € IN*) un gsir de
functii reale definite pe A. Presupunem existd o serie numericd convergentd
> ay, astfel incdt (se spune cd seria de functii este dominata)

lun (2)] < ap, (V)z € A, (¥V)n e N*
In aceste conditii seria de functii > u, este uniform convergentd pe A.

Demonstratie. Din ipotezd rezultd imediat cd uw, € M(A), pentru orice
n € IN*. Apoi, pentru orice z € A si n,p € N* avem

|tnt1(2) + nia(2) + -+ tngp(2)] < g (2)] + |unga(2)] +
et |un+p(3r)| < Opy1 + Qpyo + 0+ Antp

De aici se deduce cu usurintd c3 sirul (s,) al sumelor partiale al seriei de
functii > u, este Cauchy in M(A), deci convergent. O

Exercitiul 2.1. 1. Se considerd functia

T dacizeR
_ 1+ [z
¢: R = R, ¢(z) = 1 dacd z =
-1 dacd z = —

S4 se arate ci R este un spatiu metric relativ la distanta d(z,y) = |¢(z) —
o), 2,y € .
2. Sa se arate ca functia d(z, y) = |arctgz —arctg y|, z,y € R este o distanta
pe R si cd in acest spatiu metric, sirul z, = n, n > 1 este Cauchy, dar nu
convergent.
3. Sa se arate ca urmatoare serii de functii sunt uniform convergente pe
multimile indicate:

sin nz

x
1. S — (b .
;1+n4x2’ z € [0,00); (b) ; o € R

2

n

© Y v e R (@ ;1 ”2!(:c”+m—n), 2 e [%2]
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2.2 Topologia unui spatiu metric

A defini o topologie pe o multime Tnseamna a defini pentru fiecare punct
al multimii familia sa de vecinatati. Acest lucru, pentru un spatiu metric, a
fost facut in sectiunea 2.1. In continuare vom arata care sunt proprietatile
familiei de vecinatati a unui punct si vom pune in evidenta anumite tipuri de
submultimi remarcabile ale unui spatiu metric (¥, d). Aceasta va permite
studiul aprofundat al functiilor-proprietati locale, globale si analiza trecerii
la limitd. Familia de vecindtdti a punctului z € F va fi notata V(z).

Teorema 2.3. (proprietatile vecinatatilor) Fie z € F.

1) Pentru orice V € V(x) avem z € V;

2) Daci U € V(z) i V D U, atunci V € V(z);

3) Dacd U,V € V(z), atunci UNV € V(z). Aceastd proprietate se extinde
prin inductie la un numdr finit de vecindtdti ale unui punct fizat;

4) Dacd z,y € F, z # y, atunci existda U € V(z) si V € V(y) astfel incadt
unv=_90.

Demonstratie. 1) si 2) rezultd direct din definitie. Trecem la proprietatea
3). Intrucat U,V € V(z), rezultd cd existd ry,ry > 0 astfel incat B(z,rq) €
U, B(z,rg) € V. Deoarce r = max{ry,r2} > 0, iar B(z,r) C UNV vom
avea UNV € V(z).

Pentru a demonstra proprietatea 4), fie r = %d(m,y). Evident r > 0 iar
multimile U = B(z,r) si V = B(y, r) sunt disjuncte si reprezintd vecinatati
ale lui z, respectiv y. O

Definitie. Fie (F,d) un spatiu metric.
1) O submultime G C FE se numeste deschisd (sau un deschis al lui F)
dacd (& este vecinatate pentru toate punctele sale, i.e. G € V(z) pentru
orice z € F, (sau echivalent, pentru orice z € F existd r > 0 astfel incat
B(z,r) C G).
2) O submultime F' C E se numeste inchisd (sau un inchis al lui F) dacd
F¢ = FE\ F este deschisa.

Exemplul 2.3. 1. Fie ¥ = R. Pentru a < b, intervalele (—o0, a), (a,b),
(b, 00) sunt multimi deschise; intervalele (—o0, al, [a, b], [b, c0) sunt multimi
inchise; intervalele [a, ), (@, b] nu sunt nici deschise, nici inchise. O multime
formata dintr-un singur punct este inchisd. Multimea Z C IR este inchisa,
iar  C IR nu este nici deschisa, nici inchisa.

Se poate arata cd o mul{ime deschisd este o reuniune finitd sau numarabild
de de intervale deschise (teorema lui Lindel6f) ([15]).

2. In spatiul £ = R? discul D = {(m, y)| 2?2 +y? < 7“2} ca si exteriorul sdu
D = {(33, y) | 2?2+ y? > r2} sunt deschigi. Dreptunghiul (a,b) x (¢, d) este
un deschis, dreptunghiul [a, b] X [e, d] este un inchis, in timp ce dreptunghiul
[a,b) X [e,d) nu este nici deschis, nici inchis.

3. Fie (¥, d) un spatiu metric si /' C E cu distanta indusd. Spatiul metric
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(F,d) se numeste subspatiu al lui (E,d). O submultime A C F este deschisa
in F daca si numai dacd existd un deschis G in F astfel incat A = DN F.
Intr-adevar, este suficient sa observam ca, pentru orice z € F si orice r > 0,
avem

Bp(z,r) = Bg(z,r)NF (2.4)

Teorema 2.4. (proprietatile multimilor deschise) Fie (E,d) un spajiu me-
tric.

1. E si () sunt deschise;
2. Orice bild deschisd este mulfime deschisd;

3. Dacd (G;)ier este o familie oarecare de mulfimi deschise, atunci mulfi-
mea G = U G; este deschisd, (i.e. orice reuniune de mul{imi deschise
el
este des-chisd);

n
4. Dacd Gy,Go,. .., G, sunt multimi deschise, atunci mulfimea G = ﬂ G
=1
este deschisd, (i.e. o intersectie finitd de mulfimi deschise este de-
schisd);

Demonstratie. 1. Este evidenta.

2. Fiey € B(z,r), z € E, r >0, y # z. Notam ' =r — d(z,y) > 0. Vom
arata cd B(y,r’) C B(z,r) Intr-adevar, dacd z € B(y,r’), atunci d(z,y) <
r'=r—d(z,y) = d(z,z) <d(z,y)+d(z,y) = r = z € B(z,r). Prin urmare
B(z,r) este o vecinatate a punctului arbitrar y € B(z,r).

3. Fie 2 € G = (3) 1 € I astfel incat = € G;. Cum G este vecinatate a lui
z (deoarece este deschisa) rezuld ca si G O G; este vecindtate a lui z.

4. Este o consecinta a teoremei 2.3, pct.3. U

Teorema 2.5. (proprietatile multimilor inchise) Fie (F,d) un spatiu me-
tric.

1. F si () sunt inchise;

2. Orice bild inchisd este mulfime inchisd;
n
3. Dacd F1, Fy, ..., F, sunt multimi inchise, atunci mulfimea F = U F;
i=1
este inchisd, (i.e. o reuniune finita de mulfimi inchise este inchisa);
4. Dacd (F;)e1 este o familie oarecare de mulfimi inchise, atunci mulfimea
F= ﬂ F; este inchisd, (i.e. orice intersectie de mulfimi inchise este
el
inchisd);



2.2. TOPOLOGIA UNUI SPATIU METRIC 43

Demonstratie. Punctele 1, 3 si 4 sunt consecinte ale teoremei 2.4 gi ale
relatilor lui de Morgan. Pentru a demonstra 3, se considerd bila inchisa
B'(z,r),y & B'(z,r) si v = d(z,y) —r > 0. Apoi se aratd cu usurinta ca
B(y,r") C (B'(z,r)) deci (B'(z,r))¢ este deschisa, etc. O

Exemplul 2.4. 1. Din egalitatile

~ 1 1 * 1 1
[a7b]: ﬂ(a—;,b—}-g) ) ((lyb):anJl[a‘FEyb_E )

rezultd cd o multime inchisd poate fi o intersectie (dar nu finitd !) de
multimi deschise, iar o multime deschisa poate fi o reuniune (dar nu finitd

a<b

!y de multimi inchise. O intersectie numarabila de multimi deschise este
numitad de tip Gs, iar o reuniune numdrabild de multimi inchise este numita
de tip F,.

2. Se consideri IR? cu distanta oficiului postal prezentati intr-un exemplu
anterior. Pentru p # O avem

B(p,r) = {g € R* | d(p,0) +d(¢q,0) < r}

astfel cid

B(p,r) = {p} dacd d(p,0) > r.

Prin urmare o multime formata dintr-un singur punct, diferit de origi-
ne, este deschisa si, conform teoremei 2.4, pct.3, orice multime ce nu contine
originea este deschisd. In consecinta, orice multime care contine originea este
inchisa.

Observatia 2.2. O multime poate fi deschisd, inchisi, atit deschisd cat
si inchisa, sau nici deschisa nici inchisa.

Definitie. 1. Un punct ¢ € A se zice interior lui A dacd A este o
vecinatate a sa (i.e. exista r > 0 astfel incat B(a,r) C A). Multimea
punctelor interioare lui A se numeste interiorul lui A, notat Int A (sau A)
2. Un punct a € E se zice aderent lui A daca, pentru orice V € V(a), avem
VNA # 0; multimea acestora se numeste aderenta (inchiderea) lui A, notat3
A.

Dacd A = E, se spune ci A este densd in E. 3. Un punct a € E se zice de
acumulare pentru A dacd, orice vecinitate V' a punctului @ contine puncte
din A diferite de a; observam ca precizarea “diferite de a” este superflua
daca a ¢ A. Este clar cd orice punct de acumulare pentru A este aderent
lui A.

4. Multimea Fr A = A N A° se numeste frontiera lui A.

Este evident c¢& Int A C A C A, iar Fr A este multimea punctelor z € F
cu proprietatea ca orice bila deschisd centrata in x intersecteaza atat A cat
si A°.

Exemplul 2.5. 1. Fie F =R si A =[a,b), a < b. Avem Int A = (a,b),
A =[a,b], Fr A = {a,b}. De asemenea, Int Q = 0, Q = R (deci @ este densi
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in R) si Fr@Q = R.

Daca A C R este o multime marginitd, atunci numerele reale sup A si inf A
(sau max A si min A) apartin aderentei A.

2. In F = R? considerdam dreptunghiul A = (a,b] x (¢,d], @ < b,c < d.

Avem Int A = (a,b) X (¢,d), A =a,b] x [¢,d], Fr A =
{(@,y) e R?| 2 € {a,b},c <y <d}U{(z,y) € R? | y € {c,d},a < 2 <D}

Principalele proprietati ale interiorului si aderentei sunt:
1. Avem Int A = U D (D deschis), deci Int A este deschisa;
DCA
2. Multimea A este deschisa daca si numai daca A = Int A;
3. Avem A = ﬂ F (F inchisd), deci A este inchisi;
FDA

4. Multimea A este inchisda daca si numai daca A = A;

5. Punctul z € F este aderent multimii A (i.e. 2 € A) dacd si numai
dacd existd un sir (z,, n € IN*) de puncte din A astfel incat z,, — z;

6. Avem

(a) ACB=1IntACIntB; AC B.
(b) Int (AN B) = (Int A) N (Int B); Int (AU B) D (Int A) U (Int B).
(c) AUB=AUB; ANBC ANB.
(d) (A)e =TInt(A°); (Int A)° = (A°).

Exercitiul 2.2. 1. S3 se expliciteze bila B(oco,r), r > 0 in spatiul metric
de la Exc. 2.1, pct. 1.
2. S& se arate ca un sir numeric este convergent relativ la distanta de la
exemplul 2.1, pct. 1, daca si numai dacd este convergent relativ la distanta

euclidiana. Se spune ca cele doua distante sunt echivalente.

Aceesi chestiune pentru distanta de la exemplul 2.1, pct. 2. 3. Care dintre

multimile urmatoare sunt inchise (deschise) ?

a) A={z€C| |z—i| <2}
b) A:{(m,y,z)€R3| $2—|—y2<22,|z|<1};
c) A={z€eC| 1< |z <2}

d) A={(z,y) eR* |z +y<lz+y>-1,2>0,y>0};

e) A= {72—1_(”_1)”,716 ]N*};
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f) A= {#;nem*}u{oy

S& se determine frontiera acestor mul{imi.

2.3 Functii continue

In aceastd sectiune vom generaliza rezultatele cunoscute pentru aplicatiile
reale de variabila reald privind continuitatea, la aplicatii definite pe un spatiu
metric cu valori in alt spatiu metric.

Fie (E,d) si (F,d’) doud spatii metrice, A C F,iar f: A — F.

Definitie. Se spune ca functia f este continud in punctul @ € A daca
este verificatd una dintre urmatoarele conditii echivalente intre ele:

1. (definifia cu vecindtdti) Pentru orice vecinatate V a punctului f(a)
existd o vecindtate U a punctului e astfel incat f(UNA) C V (ie.
pentru orice z € UN A avem f(z) € V);

2. (definitia cu ¢ §i §) Oricare ar fi ¢ > 0 existd 6(¢) > 0 (deci § depinde
de ¢€) astfel incat d'(f(z), f(a)) < ¢, pentru orice z € A cu d(z,a) < §;

3. (definitia cu giruri) Pentru orice sir (z,,n € IN*) de puncte din A,
z, = a avem f(z,) — f(a).

Observam ca f este continua in orice punct izolat al multimii A (i.e. un
punct al multimii A care nu este punct de acumulare pentru A).

Daca f: F — F este continud in orice punct ¢« € A C F se spune ca este
continud pe A; daca f este continua in orice punct din E se spune simplu
ca este continua.

In ceea ce priveste operatiile cu functii continue se demonstreaza cu usurinta
urmatoarele rezultate ([13], [17]):

1. Fie E, F,G trei spatii metrice, A C E'si f: A— F, g: FF — (. Daci
f este continud in punctul @ € A iar g in punctul f(a) € F, atunci
g o f este continua in punctul a € A.

2. Daca f: A — F este continua in punctul @ € A, atunci A f, (A € R)
si | f| sunt continue in acelasi punct.

3. Daca f,g: A — F sunt continue in punctul @ € A, atunci urmatoarele
functii sunt continue in acelasi punct:
f+g.f—g, fg, max(f,9)=+(f+g+I|f—gl), min(f,g)=1(f+9—
1f—9l).

4. Fie (E,d) un spatiu metric, A C E si f: A - R? Functia f este
continua in punctul @ € A daca si numai daca toate componenetele ei
fi=mprjof,j=12...,d(py: R? — R sunt proiectiile canonice,
i.e. prj(z1,29,...,74) = x;) sunt continue in acelasi punct.
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5. Fie (FE,d) un spatiu metric, A C Fsi f: A — C. Functia f este
continud in punctul ¢ € A dacd si numai dacid functiile reale R f si
3 f (i.e. partea reald si partea imaginard a functiei f) sunt continue
in acelasi punct.

Teorema 2.6. Fie I/ gi I doud spatit metrice, iar f: F — F. Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) f este continud;

b) pentru orice A C E avem f(A) C f(A);

¢) dacd A este inchisd in I, atunci f71(A) este inchisd in E (se spune
cd f “Intoarce” inchigi in inchigi);

d) dacd G este deschisd in I, atunci f~'(G) este deschisd in E (se spune
cd f “intoarce” deschigi in deschigi).

Demonstratie. a)= b) Fie a € A arbitrar. Daci V este o vecinitate a punc-
tului b = f(a), datorita continuitatii, exista U € V(a) astfel incat f(U) C V.
Cum a € A rezults cd UN A # 0, ceea ce antreneazd f(U N A) # 0, deci
fU)N f(A) # 0 siin final V N f(A) # 0.

b)= c) Avem A = A si aplicand b), rezultd

FUTHA) C F(fFHA) c A= A= f71(A) C (4

si, cum incluziunea inverss este evidentd, rezultd cd f~!(A) este inchisa.
¢)= d) Luim A = G deci A este inchisi si, conform ¢), f~1(A) = f~1(G°) =
(f/71(@))¢ va fi inchisd deci f~!(G) deschisa.

d)= a) Fie a € F arbitrar, b = f(a) si V o vecindtate a punctului b. Existd
r > 0 astfel incit A = B(b,r) C V. Deoarece U este un deschis ce contine a,
rezulta U € V(a) si evident f(U) C A C V ceea ce aratd ca f este continud
in punctul a. O

Observatia 2.3. Fie (F,d) si (F,d') doua spatii metrice. O aplicatie
h: E — F se numeste homeomorfism dacd: a) h este bijectiva; b) h este
continud; c) hA~! este continud. In acest caz cele doud spatii metrice se
numesc homeomorfe. Se observa cu ugurinta ca un sir (z,, n € IN*) de puncte
din F este convergent si are limita 2 dacd si numai daca sirul corespunzator
(h(z,),n € IN*) este covergent si are limita h(z). Intrucit proprietatile
topologice sunt invariante la homeomorfisme se spune ca doud spatii metrice
homeomorfe nu diferd din punct de vedere topologic.

Definitie. Fie (F,d)si (F,d') doud spatii metrice, A C F,iar f: F — F.
Daca a este un punct de acumulare al multimii A, atunci se spune ca f
admite limita £ (£ € F') in punctul a (prin multimea A) si se scrie

lim f(z)=1¢

T—a
r€A
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daci functia f: AU {a} - F

) _{f(:c) daci z € A\ {a}

V4 daci z =«

este continud in punctul a.
Definitia de mai sus este echivalenta cu oricare dintre urmatoarele conditii
echivalente intre ele:

1. (definitia cu vecindtdfi) oricare ar fi vecindtatea V € V(/), existd o
vecinatate U € V(a) astfel incat f(U N (A\{a})) C V (i.e. pentru
orice z € UN A,z # a, avem f(z) € V);

2. (definitia cu € si §) oricare ar fi ¢ > 0, existd §(¢) > 0 astfel incat,
pentru orice z € A,z # a,d(z,a) < () > 0 avem d'(f(z),0) < &;

3. (definitia cu giruri) pentru orice sir (z,,n € IN*) de puncte din

A\A{a}, z, = a (in F) avem f(z,) — ¢ (in F).

Observatia 2.4. Dacd f: A C F — F iar a € A este un punct de
acumulare al lui A, atunci f este continua in punctul ¢ dacd si numai daca

lim, /(@) = f(a)
€A

Exemplul 2.6. 1. Vom arata ca functia
23
FIR2 SR, f(oy) = a2 ygr P (B0 7 (0.0)
0 pentru (z,y) = (0,0)

este continua in origine. Intr-adevar, pentru (z,y) # (0,0) avem

T
a5) = £0,0] € T < Jal < Vo247 = d((2,9), 0,0)
unde d este distanta euclidiana din IR%. Astfel, pentru orice € > 0 se poate
lua 6(¢) = ¢, pentru ca d((z,y), (0,0)) sa antreneze |f(z,y) — f(0,0)] < ¢,
ceea ce arata ca f este continua in origine.

2. Fie f: R*\ {(0,0)} = R, f(z,y) = peaL Limita
li T,
aaog ! 1Y)
(z,y)#(0,0)

1 A
nu existd deoarece luand sirul (—, —) — (0,0), A € R, avem
n'n

1A 1— )2 1A
f(_ —) = —— = lim f(— —) depinde de A.

n'n n'n
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3. Fie E=RYACE, f: A— F. Daci a = (a1, ay,...,aq) € F este un
punct de acumulare pentru A iar s = (s1, S2,...,54) un vector nenul din ¥
se poate defini limita lui f in punctul a, dupd directia lui s ca fiind

}i_r)r(l)f(a—i—ts) = 711_1)1})]‘(@1 +1ts1,a0 +tsg, ..., a0+ tS4).

Denumirea se justifica prin faptul ca vectorul x = a+ts are proprietatea ca
z — a este colinear cu s. Dacd existd £ = lim f(z), atunci exista si limita lui
r—a

f dupa orice directie. Reciproca nu este adevarata (v. exemplul urmator).
4. Se considera functia

m2y2

f:R2\{(0,0)} = R, f(z,y) = P F—h

Dacd s = (s1, $2) este un vector oarecare atunci

0 daca s; # s9

1 daca sy = sy

lim f(ts1, t52) = {

Prin urmare f are limitd in origine dupd orice directie. Pe de alta parte

limita - \ .
JL”&J(E’T“E) Sl MER
depinde de X astfel cd  lim  f(z,y) nu exista.
(z,y)—(0,0)
Observatia 2.5. Daca (z,,n € IN*) este un sir convergent catre zero, iar
lim f(zn, Az,)
n— oo
nu depinde de A nu se poate trage concluzia cd functia are limita in origine.

Din “definitia cu ¢ i 8”7 a continuitatii unei functii intr-un punct a se
observa ca 6(¢) depinde in general si de punctul @, adicd ar trebui scris
d(g,a). Inldturarea acestei dependente conduce cdtre definitia urmatoare.

Definitie. Fie (F,d)si (F,d") doud spatii metrice, A C F,iar f: A — F.
Se spune ca f este uniform continud pe A dacd pentru orice £ > 0, exista
d() > 0 astfel incat, pentru orice z1,22 € A cu d(zq,22) < (¢), avem
&'(J(@1), f(22)) < e.

Este evident ca o functie uniform continua pe A este continua pe A, reciproca
nefiind adevarata in general.

Definitie. Fie (E, d) un spatiu metric. O aplicatie ¢: ' — F este numita

contractie pe I dacad exista 0 < k < 1 astfel incat d(o(z), ¢(y)) < kd(z,y),
pentru orice z,y € F.
Este evident ca o contractie este uniform continuda pe F, deci continua.
Un rezultat important este dat de urmatoarea teorema (numita principiul
contractiei sau teorema de punct fir) datorata matematicianului polonez St.
Banach.
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Teorema 2.7. Dacd ¢ este o contractie pe spatiul metric complet F, atunci
existd §i este unic un punct £ € F astfel incat ¢(§) = €.

Demonstratie. Aratim unicitatea. Daca avem ¢(&) = £ si ¢(&') = £, atunci

d(&,8) =d(9(&),0(&)) < kd(&, &) care antreneazd d(£,&') = 0 adica £ = £'.
Pentru a ardta existenta fixam zg € F. Daca d(zg,z1) = 0, atunci £ = zg.
Dacd nu, notdm & = d(zg,z1) > 0 si construim prin recurenta sirul

21 = 8(20), 12 = A1), -+ B0 = H(Bn_1), - -
Avem

d($n7 mn—}—l) = d(ﬁb(ivn)v ¢($n+1)) S k d‘('rn—h mn) S kQ d(xn—% xn—l) S
< k"d(zg, 1) = k"6, n € N

Rezula
d‘(mna xn—l—p) S d(xny xn—}—l) + d($n+17 mn—}-?) +---+ d‘(xn—l—p—la 'rn—l—p) S

P
5(kn+kn+1 + _‘__I_kn+p—1) — kn51 k 5

_ e 0
1—k sk 1-k

Deoarece k™ — 0 rezultd ca (z,,n € IN) este un sir Cauchy, deci convergent
si fie £ limita sa. Cum ¢ este continud rezulta ¢(z,) — ¢(£), adica z,41 —
¢(&) si din unicitatea limitei ¢(&) = &. O

Exemplul 2.7. 1. Fie f: R — R, f(z) = sinz. Vom ardta cd f este
uniform continud pe IR. Intr-adevar, din

Ty — (ZCQ
2

1+ (22
o8 ——
2

| sin 2y — sin 29| = 2|sin < |z — 29

rezultd §(g) = e.

2. Pentru a ardta cd o functie f: A C R — IR nu este uniform continua pe A
se cautd doua siruri (z,,) si (y,) de puncte din A cu proprietatea z,,—y, — 0,
dar pentru care existd ¢ > 0 astfel incat |f(z,) — f(yn)| > &, 1(V) n € 2]N*

Astfel pentru f: (0,00) — R, f(z) = Inz putem lua z, = —,y, = — si
n n
€ = In2, ceea ce aratd cd f, desi continua, nu este uniform continud pe
(0,00).
Exercitiul 2.3. 1. Si se studieze continuitatea urméatoarelor functii:

2242 pentru (z,y) # (0,0)

9

a) f:R2 =R, f(z,y) =
) f f( y) {O pentru ($, y) = (07 O)
x  pentru zy >0

b) f:R* = R, f(z,y) = ;
) J(@y) {y pentru 2y < 0
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z

&1 pentru 2 #0
0 pentruz=20

2. Fie (F,d) un spatiu metric si f: ' — F cu proprietatea cd existd zg € F
astfel incét d(f(z),z) < d(z,z0), (V)2 € . S se arate ca f(zg) = z¢ i cd
f este continua in z.

2.4 Multimi compacte

Fie (F,d) un spatiu metric si K C F.

Definitie.
1. Multime K se zice mdrginitd daca este continuta intr-o bild deschisa;
2. O familie (G;,7 € I) de submultimi ale lui F' se numeste acoperire a
lui K dacid U Gi D K;
el
3. O subfamilie (G, € J), J C I care formeazd o acoperire a lui K este
numita subacoperire a lui K;
4. Multimea K se numeste compactd (sau un compact) dacd din orice

acoperire a sa cu multimi deschise se poate extrage o subacoperire
finitd. Cu alte cuvinte, daca familia de multimi deschise (G;,¢ € I)
are proprietatea U G; D K, atunci exista multimea finita .J C I astfel
el
incat | JGi D K.
i€

Desi notiunea de multime compacta este fundamentala, definitia precedenta

nu permite formarea unei imagini intuitive a unei astfel de mul{imi. In con-

tinuare vom trece In revista proprietatile principale ale multimilor compacte,

ceea ce va permite familiarizarea cititorului cu aceste multimi remarcabile.

1.

2.

O multime compacta este inchisd si marginita;

Daca spatiul metric F este compact iar K C F este inchisa, atunci K
este compactd (se spune “un inchis intr-un compact este compact”);

. Multimea K C F este compacta dacd si numai dacd orice sir de puncte

din K contine un subsir convergent a carui limita se gaseste in K

. In cazul particular £ = R?, o multime este compacti daci si numai

daca este inchisd si marginita.

Proprietatea 4 de mai sus ajuti, in cazul spatiului R?, la formarea unei ima-

gini intuitive a notiunii de multime compactd, ceea ce permite recunoasterea

si operarea cu aceste multimi .



24. MULTIMI COMPACTE 51

Exemplul 2.8. 1. In orice spatiu metric o multime finita este compacta
agsa dupa cum rezulta din definitie.
2. In R? sfera S = {(x, y,2) € R?| 22 +y? + 2% = 1} si elipsoidul (impreund
cu “coaja” sa) C' = {(r, y,2) € R?| 422 4 ¢y + 22 < 4} sunt compacte (cf.
prop. 4).
3. In R? multimea A = {(r, y) ER? | 2 >0,y > 0} nu este compacta (desi
este inchisd, nu este marginita, v. prop. 4).

Functiile continue definite pe multimi compacte au unele proprietdti im-

portante, puse In evidentd de teorema urmatoare.

Teorema 2.8. Fie (F,d) gi (F,d') doud spafii metrice.

1. Dacd f: E — F este continud gi K C E este compactd, atunci f(K)
este compactd (o functie continua duce compact in compact ).

2. Dacda f: K C E — F este continud si K C F este compactd, atunci f
este uniform continud (o functie continua pe un compact este uniform
continud).

3. Dacd f: K C EF — R este continud si K C E este compactd, atunci
existd o, 8 € F astfel incat
fla) = min f(z); f(B8) = max f(z)

reK reK

Se spune cd o functie continua pe un compact este marginita si isi
atinge marginile.

Demonstragie. 1. Fie (G;,7 € I) o acoperire cu deschisi a multimii f(K).
Conform teoremei 2.8, pct. d), familia (G} = f~'(G;),i € I) formeazi
o acoperire cu deschigi a multimii K. Deoarece K este compacta,
existd o subacoperire finitd (G;,7 € J) a lui K, deci si o subacoperire

finits (G4, € J) a lui f(K).

2. Fie € > 0 si a € K arbitrar. Din continuitatea lui f rezultd existenta
unui §(e,a) > 0 astfel incat, pentru orice z € K cu d(z,a) < é(¢, a)
avem d'(f(z), f(a)) < 5. Deoarece familia de bile deschise

(B(m5@¢0

5 ,a € K) formeaza o acoperire cu deschigi (v. teorema

2.4, pct. 2) alui K, iar K este compactd, rezultd existenta unui numar

finit de puncte a;,ay...,a, € K astfel incat
) ) )
KCB CL1,M uB 027M U...UB| ap,, (. ay) .
2 2 2
1 . . . .
Punem 6(g) = §m1n(5(8,a1),...,5(87%)) > 0 (inegalitatea strictd

este esntiald !) si fie z,y € K cu d(z,y) < §(¢). Exista 1 <14 < p, ast-
5(8, a;
2

ceea ce antreneazd d'(f(z), f(ai)) < =

fel incit = € B| a;, 5"
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(y, ) + d(z, a;) < 6 + 0e, @) 5(e, a;)

Pe de altd parte d(y,a;) < 5 S

antreneaza d'(f(y), f(a;)) < =, astfel cd in final avem

4(7(@), 1)) < d'(F (@), Fla)) + A (T, fla)) < 5+ 5 =2

deci f este uniform continua pe K.

3. Conform cu pct. 1, f(K) este compacta, deci inchisd si marginita.

Cum numerele reale 1n§f($) si sup f(z) apartin lui f(K), ele vor
reK reK

apartine lui f(K), deoarece f(K) = f(K).
O

Exercitiul 2.4. 1. Si se precizeze care dintre multimile de la exercitiul
2.2, pct. 3 sunt compacte.
2. Sa se arate ca f: (0,1] - R, f(z) = Inz, desi continud, nu este
marginita.
3. Multimea IR inzestrati cu metrica de la exercitiul 2.2, pct. 3, este un
spatiu metric compact.
4. Fie f:[0,00) — IR continud. Presupunem ca rh_)rréo f(z) existd si este
finitd. S& se arate cd f este marginita.
5. Fie f: F — F o aplicatie continua si bijectiva intre spatii metrice. Sa se
arate ca daca F este compact, atunci f este un homeomorfism.

2.5 Multimi conexe

Ideea intuitiva de multime conexa este aceea a unei multimi “dintr-o
bucata”, adica care nu este formata din doua sau mai multe parti “separate”
intre ele. Aceasta idee este exprimata matematic de urmatoarea definitie.

Definitie. Fie (F,d) un spatiu metric. Submultimea A C E se numeste
conexd daca nu existd doud multimi deschise Dy, Dy C F cu urmatoarele
proprietati:

a) D1#®7D27£®7D1QD20A:®;
b) DlﬂA#@,DgﬂA#@;
C) ACD1UD2.

Aceastd definitie transpusd pentru intregul spatiu F devine: spatiul metric
FE este conex dacd nu exisd doud submulfimi deschise si nevide Dy si Do
astfel incit D1 U Dy = F st Dy N Dy = 0, i.e. orice submulf{ime nevidd
stmultan inchisd gi deschisd coincide cu F.

Teorema 2.9. Dacd A C FE este conexd, atunci orice submulfime B C F
cu proprietatea A C B C A este de asemenea conexd.
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Demonstratie. Presupunem prin absurd ca B nu este conexa. Prin urmare
exista Dq gi Dy nevide astfel incat

e D\NDy;NB=0=DNDyNA={;
e DINB#0, DaNB#D;
e BCDiUDy= AC DyU Ds.

In plus, cum DN B # ), existda x € Dy N B care este punct aderent al lui A
si, deoarece D; (deschisd) este o vecindtate a sa, rezulta Dy N A # ; analog
Dy N A # (). Toate acestea aratd cd A nu este conexi, contradictie. O

Corolarul 2.2. Dacd A este conexd, atunci A este conexd.
Observatia 2.6.

1. Se demonstreaza ca o submultime I C R este conexa dacd si numai
dacd I este interval (indiferent de formd).

2. Daci a,b € R? se defineste segmentul [a,b] = {(1 — t)a +tb | t € [0,1]}.
O multime deschisi G C IR? este conexd daci si numai daci, pen-
tru orice a,b € (G, existd o linie poligonald, care uneste pe a cu b
si care este continutd in G, i.e. exista aj,az...,a, € G astfel incat
[a,a1] U [ay,a2]U...Ula, bl C G.

Teorema 2.10. Fie f: F — F o aplicatie continud intre spalii metrice gi
G C F conexd. Atunci f(G) este conexd. Se spune cd o functie continud
“duce conex in conex”.

Demonstratie. Daca punem G’ = f(G) se pot considera subspatiile G' si G’
(v. exemplul 2.8, pct. 3) iar f: G — G'. Asadar vom presupune de la
inceput cd F este conex iar f surjectiva. Daca I’ = f(F) ar fi neconexd,
atunci ar exista Df, D} C I deschise si nevide astfel incat D} U D), =
F, Din Dy = 0. Atunci Dy = f~Y(D}), Dy = f~Y(D}) ar fi de asemenea
deschise (v. teorema 2.8, pct. d)), nevide (deoarece f este surjectivd),
E = DyUDy, D;N Dy =10, adica F ar fi neconex, contradictie. O

Corolarul 2.3. (Darboux) Fie f: F — R o aplicatie continud. Dacd F
este conex gi existd a,b € E astfel incdt f(a) f(b) < 0, atunci existi £ € F
cu proprietatea f(§) = 0.

Demonstratie. Multimea f(F) C IR este conexa, deci este un interval ce

contine intervalul [f(a), f(b)] 5 0, deci 0 € f(F). O
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2.6 Spatii vectoriale normate (SVNN)

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial peste RR.
Definitie. O functie || ||: V — IR se numeste normd pe V daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

L. ||z]| >0, (V)z eV

2. |z||=0<=2=0

3.zl = A 2], MAER, 2 €V

4.z +yl <zl + Wyl (¥) 2,y € V,(inegalitatea triunghiului).

Dubletul (V,]||]) este numit spafiu vectorial normat.
Exemplul 2.9. 1. V = R, |z| este normd pe R
2. Fie V= R%si 2 = (21, 29,...74) € R. Definim trei norme (de ce sunt
norme?)

o llall, = \fet+ad+ ot
o llall, = o]+ [aal + -+ fad]

 llzl, = max |z

3. Fie A C R. Multimea M(A) = {f: A - R | feste marginita}, inzestrata
cu operatiile uzuale cu functii, este un spatiu vectorial
(demonstrafi!). Definim norma (verificati!, v. exemplul 2.1, pct. 4)

[f]l = sup [f(z)], f € M(A) (2.5)
€A

Exercitiul 2.5. Si se arate ci cele trei norme definite pe R? verifici
inegalitatile:

1
Hle <Ml < Vallles S M1 < Il < I (2.6)

Considerand distanta d(z,y) = ||z —yl|, z,y € V, (dovedifi cd este
distantd!), orice SVN (V,]|||) este spatiu metric. Prin urmare, se poate
spune ca un SVN este un caz particular de spatiu metric.

Fie (z,,)nen* un sir de elemente din SVN-ul (V|| ||). Faptul ca acest sir
este convergent si are limita z € V, (lim, o #, = z), se defineste intr-unul
din urmatoarele trei moduri echivalente:

1. (definitia cu vecindtdti) In orice vecinatate a lui x se gasesc toti ter-
menii sirului incepand de la un anumit rang (i.e. cu exceptia unui
numar finit de termeni).
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2. (definitia cu €) (V)e > 0,(3) un rang N (¢) astfel incat
|zn —z|| <&, (V) n > N(e).

3. (translatia in origine) lim, . ||z, — 2| = 0.

Sirul Cauchy se defineste la fel ca pentru spatii metrice.
Definitie. Sirul (z,)n,en» de elemente din V este numit gir Cauchy daca
este verificata una din urmatoarele conditii echivalente intre ele:

1. (VY)e > 0,(3) un rang N(e) astfel incat ||z, — z,| < &, (V)m,n >
N(e).

2. (V)e >0, (3) un rang N (¢)astfel incat ||z,4, — z,|| <, (V) n > N(e)
si (V)pe N~

Dupa cum am vazut in sec 2.1 un sir convergent este sir Cauchy, reciproca
nefiind, in general, adevdrata. Un spatiu vectorial normat complet este
numit spafiv Banach.

Observatia 2.7. Criteriul general al lui Cauchy pentru siruri din R? (v.
teorema 2.1) aratd ca IR? este un spatiu Banach.

Observatia 2.8. Fie (f,, n € IN*) un sir de functii din spatiul M(A).
Faptul cd acest sir converge citre f € M(A) inseamn3:

lim sup||u(z) - f(x)] = 0. (2.7)

n—00 I‘EA

Prin urmare este vorba de uniform convergenta (UC) pe A (v. obs. 2.1).
In plus, conform teoremei 2.2, M(A) este un spatiu Banach.

Exercitiul 2.6. Prin analogie cu seriile de numere reale, sd se defineasca
notiunea de serie intr-un spatiu Banach, natura unei astfel de serii, criteriul
general al lui Cauchy. Dacd in spatiul vectorial V au fost definite doua
norme ||| s
atunci pe V vor exista doud structuri topologice.

Definitie Normele || ||; s se numesc echivalente daca exista a, 5 > 0
astfel incat

allzlly <lzll, < Bzl (V)2 €V, (2.8)
In acest caz, cele doua norme definesc aceeasi structura topologica, i.e.

- Il 7 e 1 ||||2 - (2.9)

Exercitiul 2.7. Si se arate ci cele trei norme introduse pe IR? sunt
echivalente.

Daca (Vy,]|ll;) st (Va,]|l|l,) sunt doud SVN-uri, atunci o functie
f: Vi = V3 este numita functie vectoriald de variabild vectoriald (putem
avea functie reald de variabila vectoriald sau functie vectoriala de de vari-
abild reald).
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Continuitatea functiilor se trateazd de o manierd evidentd, deoarece
subiectul a fost abordat pentru spatii metrice. De exemplu, fie (Vy,||||;) s
(Va, |l lly) doud SVN-uri, A C Vi si f: A — Vy . Functia f este continud
in punctul zg € A, daca este verificatd una dintre urmatoarele trei conditii
echivalente intre ele:

1. (definitia cu vecindtdfi) Pentru orice vecindtate V(C V3) a punctului
f(zo) € Vg, existd o vecindtate U(C Vi) a punctului z( astfel incat
f(z) € V pentru orice z € U A.

2. (definitia cue i 6) (V)e > 0, (3) 6(¢) > 0 astfel incat || f(z) — f(zoll, <
e, (V) z € A, cu proprietatea ||z — zgl|; < d(¢).

3. (definitia cu siruri) Pentru orice sir (z,)n,en+ de elemente din A astfel
incat lim,— o0 T, = 29 avem lim, o f(z,) = f(z0).

Uniform continuitatea se defineste de aceasi maniera ca pentru spatii
metrice.

Definitie. Functia f: A C Vi — V3 este uniform continud pe A daca
(V)e >0, (3) d(e) > Oastfel incat, ori de cate ori z1,z9 € Asi |21 — 22|, <
3(e) avem || f(z1) — flz2|ly < &.

Exemplul 2.10. 1. Fie

$22

FiREDR, fay) = {s2rgr PO 0700
0 pentru (z,y) = (0,0)

Vom ardta ca aceastd functie este continud in origine prin doud metode.
Metoda I (cu e si §) Fie ¢ > 0. Utilizand inegalitatea |zy| < z% +
2 (¥) 2,y € R, avem
(: ’ 2)2 2 2
:C, — 07 0 < _— =X =
Ha) = 0.0 < T — oty 210

Prin urmare, luand 6(g) = /¢ si folosind (2.10) rezulta
H(I,y) B (O7O)H < 5(5) = |f(r,y) - f(070)| <g,

ceea ce arata ca functia f este continud in origine.

Metoda I (cu siruri) Fie ((z,,y,), n € IN*) un sir arbitrar din IR?, astfel
incéat lim, o0 (25, y,) = (0,0). La fel ca in (2.10) deducem cd | f(z,,yn)| <
224y2 — 0, conform rezultatelor referitoare la operatii cu siruri convergente.
Rezultd cd lim,—oo f(2Zn, yn) = 0.

2. Fie
22 —
F:R* = R, f(z,y) = 22+ y2
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Vom ardta ca aceastd functie nu are limitd in origine. Pentru aceasta vom
considera un sir (z,,y,) unde y, = Az,, A € R, fiind un parametru, iar
T, — 0 un sir oarecare. Evident (z,,,y,) — (0,0). Pe de altd parte valoarea

1— )2

= —— 2.11

nh_>ngo [ (@0, yn)
depinde de A, deci de sirul ales care converge catre (0,0) si astfel, definitia
cu siruri a limitei unei functii nu este verificata.

Observatia 2.9. Chiar dacd limita din membrul stang al relatiei (2.11)
nu ar depinde de A nu se poate trage concluzia ca functia ar avea limitd in
origine, deoarece sirul (z,,y,) nu este arbitrar (v. obs. 2.5).

3. Se considerd seria sin? z(1+cosz +cos?z+- -+ ), cu sirul sumelor partiale
Sp(z), n=1,2,.... Se observa ca suma acestei serii este

S(z) = lim S,(z) =

n—oo

{l—l—cosm dacd cosz # +1

0 in rest.

Intrucat functia S nu este continud pe R, rezultd ca seria nu este uniform

convergenta pe IR. Pe de alta parte, pentru a € (0, %) si 2 € [a, 7 — a], avem

4 n
|u, ()] < max < sin® acos” a, "
n?+4 n?+4

si se poate folosi corolarul 2.1, pentru a ardta ca seria este UC pe [a, 7 — a].
Exercitiul 2.8. 1. S3 se calculeze limitele (daca existd !)

y
Y (D00 TV ’ <z,y%i“h,o>%
) (z,yl)i—>m(0,1) Smmmy’ d) (z,ygi—in(o,o) %
2. Fie
2zy

FRPSR, fay) = Laigge P (@w) 7 0.0
0 pentru (z,y) = (0,0).

Sa se arate cd f este continud in fiecare variabild, separat (i.e. pentru o
valoare fixatd a celeilalte), dar nu este continud ca functie de doud variabile.
3. Fie
22y
2,2 2"
22y’ + (z - y)

FRP\{(0,0)} = R, f(z,y) =
Sa se arate ca avem

lim [lim f(z,y)] = lim[lim f(z,y)],

r—0 y—0 y—0 z—0
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dar
lim x,
oo’ @Y
nu exista.
4. Fie

1 1
FrR*\{(0,0)} = R, f(z,y) = (z+ y)sin - sin "
Sa se arate ca ambele limite

lim[lim f(z,y)]si lim[lim f(z,y)],
nu exista, in timp ce

I 2.y) = 0.
00 V)



